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摘  要：非饱和渗流问题涉及岩土、水利和环境等众多领域，合理有效地模拟非饱和渗流过程具有重要意义。基于数

值流形方法（numerical manifold method，NMM）的覆盖思想，建立了非饱和渗流 Richards 方程的 NMM 离散格式，相

比于有限元方法（finite element method，FEM），NMM 的前处理更为灵活，对复杂边界具有更强的适应性。欠松弛技

术和集中质量矩阵的引入，有效抑制了求解过程中的数值震荡现象。通过对一维和二维非饱和渗流算例的模拟，验证

了算法的有效性与可靠性。 
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Abstract: The unsaturated seepage problem involves many fields, such as geotechnical engineering, hydraulic engineering and 

environmental engineering. So it is of great significance to simulate the unsaturated flow reasonably and effectively. Based on 

the cover system of numerical manifold method (NMM), a NMM discrete form is established to solve the Richards equation for 

the unsaturated flow. Compared with finite element method (FEM), NMM is more flexible in the preprocessing, and more 

adaptable to complex boundary conditions. By introducing the under-relaxation technique and the lumped mass matrix, the 

numerical oscillation is eliminated. Through the simulations of 1D and 2D unsaturated seepage problems, the validity and 

reliability of the proposed algorithm are verified. 

Key words: unsaturated seepage flow; Richards equation; numerical manifold method; lumped mass matrix; numerical 

oscillation 

0  引    言 
岩土工程、水利工程和环境工程等领域均涉及饱

和–饱和渗流分析，如降雨情况下的边坡稳定，库水变

化时的土坝渗流，农田灌溉排水和水土流失等。

Richards 方程是非饱和渗流理论的基础方程，对非饱

和状态下多孔介质中水分的运动规律进行了描述，因

此，开展 Richard 方程的数值求解方法研究，准确有

效地模拟和分析非饱和渗流过程，具有重要的现实意

义。 
目前，最为常用的饱和–非饱和渗流数值分析方法

是有限差分法（finite difference method，FDM）和有

限单元法，大量的国内外学者对其进行了深入研究。

Rubin[1]应用 FDM 研究了二维非饱和土中的非稳定渗

流问题；Freeze[2]建立了饱和–非饱和瞬态流的三维

FDM 模型；雷光耀等[3]应用全隐式交替方向迭代法的

差分格式对水位骤变时的饱和–非饱和渗流问题进行

了求解；曹渊等[4]建立了以总水头表示的饱和–非饱和

渗流三维模型，通过选取合适的有限差分格式，避开

了求解时的数值震荡和弥散问题；Neuman[5]最早将有

限单元法应用于求解饱和–非饱和渗流问题，采用

Galerkin 法对 Richards 方程进行空间离散，用有限差

分格式对时间域进行离散，模拟了二维土坝的渗流问
─────── 
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题；赤井浩一等[6]进行了非饱和砂槽模型试验，并采

用 Neuman 的数学模型和有限元算式对其进行了数值

验证；张家发[7]建立了三维饱和–非饱和非稳定渗流场

有限元模型，并编制了相应计算程序；Dou 等 [8]将

Bathe 算法与 Signorini 条件联合使用，并结合欠松弛

处理方法，在常规材料非线性有限元框架范围内求解

了非稳定流和非饱和流问题。此外，陈锐等[9]基于无

网格节点自适应的思想，提出了非饱和渗流分析节点

自适应准则；陈佩佩等[10]将光滑粒子法引入到基质吸

力水头形式 Richards 方程的求解中，获得了具有质量

守恒特性的数值解。在数值求解过程中，由于土–水特

征曲线和渗透系数函数具有强烈的非线性，经常会出

现湿润锋附近的数值震荡、计算不收敛和计算精度差

等现象，对此，研究人员也开展了相关研究。Celia
等[11]对质量矩阵进行了集中化处理，能够有效地消除

湿润锋附近的数值震荡；吴梦喜等[12]对饱和度计算公

式进行修正，以消除数值弥散现象；Karthikeyan 等[13]

提出，当网格尺寸与时间步长之间满足一定比例关系

时，数值震荡得到有效控制，但计算成本大大增加；

Tan 等[14]、Phoon 等[15]和陈曦等[16]在迭代求解过程中

采用欠松弛技术对渗透系数和容水度进行修正，并通

过数值试验验证其有效性；李文涛等[17]结合有限元提

出了一种自适应松弛 Picard 法，并通过一维和二维算

例验证了其有效性。 
Shi[18]提出的数值流形方法（NMM），以拓扑流形

和微分流形为基础，采用数学和物理两套覆盖系统，

实现了对连续和非连续问题的统一求解。数学覆盖一

般采用有限元网格，物理覆盖是通过物理区域对数学

覆盖的再切割而生成。数学覆盖无需与计算区域保持

一致，只需计算区域完全覆盖住，因此前处理相对更

为简便。将定义在物理覆盖上的覆盖函数通过定义在

数学覆盖上的权函数联结起来形成计算域上的总体覆

盖函数，能够很好地模拟不连续问题。目前，NMM
已被用于渗流分析中，如姜清辉等[19]提出了求解有自

由面渗流问题的三维 NMM；Wang 等[20]、Hu 等[21-22]

基于 NMM 研究了无压渗流、非均质渗流和裂隙流等

问题；Ma 等[23]基于 NMM 模拟了裂隙网络的两相流

问题。然而，NMM 尚未发现被应用于饱和–非饱和渗

流问题的分析之中，鉴于此，本文尝试将 NMM 引入

饱和–非饱和非稳定渗流问题的求解中，建立了非饱和

渗流 Richards 方程的 NMM 离散格式，并通过 Matlab
编程实现其数值计算过程，数值试验验证了方法的有

效性和可靠性，为非饱和渗流问题的数值模拟提供了

一个新的思路。 

 

1  饱和–非饱和渗流的控制方程及离散

格式 
1.1  基本控制方程及边界条件 

忽略水的压缩性，并假定材料为各向同性，则描

述二维饱和–非饱和渗流问题的 Richards 方程可表示

如下： 

s r[ ]k k H
t


   


  。            (1) 

式中  H 为总水头，是压力水头 h与位置水头 y的
和； sk 为饱和渗透系数； rk 为相对渗透系数，在饱和

区， rk =1，在非饱和区，可表示成压力水头 h的函数，

且 r0 1k  ；为梯度算子； t为时间； ns  为体

积含水率( n为孔隙率，s为饱和度)，在饱和区，饱和

度 1s  ，体积含水率等于孔隙度，在非饱和区， 
s nn s

t t t
  
 

  
，若不考虑介质骨架变形对渗流的影

响，则
s Hn

t h t
  


  
。令

sC n
h h

 
 

 
（C为容水度），

则式（1）可重新表示为 

s r[ ] Hk k H C
t


   


  。          (2) 

饱和–非饱和渗流问题的定解条件分为初始条件

和边界条件，具体形式如下： 
（1）初始条件 

0 0( , ,0) ( , , ) ( )H x y H x y t  在 内   。  (3) 
（2）边界条件 
a）水头边界（本质边界）条件 H  

( , , ) ( , , ) ( )HH x y t H x y t  在 上   ；   (4a) 

b）流量边界（自然边界）条件 q  
( , , ) ( , , ) ( )s r qk k H x y t q x y t     在 上n  ； (4b) 

c）溢出面边界条件 s  
s( , , ) ( )H x y t y  在 上   ；       (4c) 

d）材料边界条件 m  
( , , ) ( , , ) ( , , )s rH x y t H x y t k k H x y t       n

 
  

( , , ) ( )s r mk k H x y t       在 上。n
 

(4d)
 式（3）、（4a）～（4d）中  0t 为初始时刻； 0H 为初

始时刻水头值；H 为已知水头边界值；q为已知流量

边界值； y表示计算点的垂直坐标分量； n为边界单

位外法线向量；上标“+”和“-”表示该量分属材料

边界 m 附近两侧； 为渗流计算区域。 
1.2  NMM 简介 

NMM 包含两套独立的覆盖系统：数学覆盖和物

理覆盖。数学覆盖由一系列单连通区域构成，每个单

连通区域称之为一个数学片。数学覆盖无需与计算区

域重合，只需将计算区域完全覆盖即可。每个数学片
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经各种物理边界（如计算域边界，材料界面和结构面

等）切割并舍弃位于计算区域之外的部分，就生成相

应的物理片。所有物理片的并集就构成物理覆盖，而

相应物理片之间相互切割就形成流形单元。 
图 1 为 NMM 离散过程示意图。图中，计算域

由两个不同的材料域 1 和 2 构成，即 1 2    ，

采用两个正六边形的数学片（分别记为 1MP、 2MP ）

去覆盖整个计算域。 1MP 和 相互切割，生成两个物

理片： 1 1PP 和 2 1PP  ；同样， 2MP 和 相互切割，也

生成两个物理片： 1 2PP 和 2 2PP  。4 个物理片相互切

割，就生成了 6 个流形单元： 1E ， 2E ，…， 6E （ 1E
源于 1 1PP ， 2E 源于 1 1PP 和 1 2PP ， 3E 源于 1 2PP ， 4E
源于 1 2PP ， 5E 源于 1 2PP 和 2 2PP  ， 6E 源于 2 2PP  ）。 

 

图 1 NMM 离散示意图 

Fig. 1 Illustration of dissociation of NMM 

基于上述概念，对渗流问题，任一流形单元上的

渗流场近似函数可表示为 
p

1
( ) ( ) ( )

N
h

i i
i

H w H


x x x   ，       (5) 

式中  x表示位置向量； pN 为组成流形单元的物理片

的个数； ( )iw x 为第 i个物理片所对应的权函数，也叫

单位分解函数，与生成该物理片的数学片上的权函数

一致； ( )iH x 为定义在第 i个物理片上的覆盖函数，可

表示为 
T( ) ( )i iH x p x d   ，           (6) 

其中， id 为定义在第 i 个物理片上的广义自由度，

( )p x 为多项式基函数，可以为零阶、一阶和二阶等，

其相应的数学表达式为  T( ) 1p x ，  T( ) 1 x y ，，p x
和  T( ) 1 x y xx xy yy ，， ， ， ，p x ，本文采用的是零阶基

函数。 
本文采用三角形网格形成的数学覆盖去覆盖整个

计算区域，故而每个流形单元被 3 个相应物理片所覆

盖，因此渗流场近似函数可重写为 
3

T

1
( ) ( ) ( )h

i i
i

H w


 x x p x d Nd  ， (7) 

式中， N 为形函数矩阵，  1 2 3, ,N N NN ，其中，

pi iN w T， d 为广义自由度向量，  T1 2 3, ,d d d d 。 
1.3  离散控制方程 

根据式（2）和边界条件式（4a）～（4d）得到如

下泛函形式： 

s r
1( ) d
2

HH k k H H CH
t

  
          

d
q
qH


   。                      (8) 

NMM 采用规则网格形成数学覆盖，允许网格与

求解域边界及材料界面不匹配，因此，NMM 中本质

边界条件和界面连续性条件无法像有限单元法一样直

接施加。在 NMM 中，可以采用 Lagrange 乘子法或者

罚函数法来施加本质边界条件和界面连续性条件。本

文采用的是罚函数法，相应的修正泛函表示为 

s

2*
p

1( ) ( ) d +
2H

H H k H H
 

  


    

2

p
1 d
2m
k H H


   。          (9) 

式中， pk 为罚因子，对溢出面边界 s ，H y 。 
令 * 0  ，可得求解饱和–非饱和非稳定渗流问

题的总体方程为 

  HH
t

   
 

K E Q  。  (10) 

式中  K 为总渗透矩阵；E为时间矩阵，也称为质量

矩阵；Q 为广义节点流量列阵； H 为广义自由度列 

阵；
H
t

 
 
 

为广义自由度对时间的导数列阵。K ，E  

和Q 分别由相应的单元矩阵叠加而得，其在相应单元

上可表示为 

e e e

e T T
pd d +

H sΩ
k

 
 


  K B kB N N     
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e

T
p ( ) ( )d

m

k


     N N N N   ，     (11) 

e

e T dC


  N N   ，               (12) 

e e

e T T
pd d

e
q H s

q k H
  

 


  +Q N N   ，   (13) 

式中， LB N ，  T/ , /L x y     ， k 为渗透系数矩

阵。 
对时间域采用差分法进行离散化处理，可得 

1

1

 

(1 )  

n n

n n

H HH
t t

H H H 





  
  

   

，

。

          (14) 

将式（14）代入式（10），可得流形元迭代格式如

下： 

   1 (1 )n nH H
t t

 
             

E EK K Q。(15) 

式中  n为时间步数； t 为时间步长； 为权重参数，

0 ≤ ≤1。当 取为 0，1/2，2/3 和 1 时，分别对应

向前差分、中心差分、Galerkin 差分和向后差分公式。

目前，对时间域的离散多采用欧拉向后差分公式，即

1  ，本文亦是如此。 
1.4  非线性迭代方法 

非饱和区介质的渗透系数和土–水特征曲线具有

强烈的非线性，对控制方程进行空间和时间离散后，

需要采用非线性迭代方法来求解每一时间步所对应的

方程。本文采用 Picard 迭代法进行迭代求解。 
对式（15），取 1  ，并引入 Picard 迭代，则有

如下的迭代计算格式： 

   1, 1,
1, 1, 1 1,

n m n m
n m n m n n mH H

t t
 

   

 
     

E E
K Q 。(16) 

式中  m表示迭代步数； 1, 1n mH   表示第 1n  个时

间步中第 1m  个迭代步的广义自由度列阵；矩阵

1,n mK ， 1,n mE 和列阵 1,n mQ 需根据 1,n mH  计算得出，

但实际计算中，往往会采用一些欠松弛方法以抑制解

的震荡，具体方法见 3.1 节。 
迭代收敛条件为 

1, 1 1,n m n mH H    ≤  ，  (17) 

式中，  为给定的容差，本文取为 41 10 。当收敛条

件满足时，令   1 1, 1n n mH H   ，即可进入下一时间

步的计算。 
1.5  域积分方案 

本文采用数值积分方法计算式（11）～（13）中

的相关域积分。在 NMM 中，流形单元可以为任意形

状，故而可以先将流形单元分解成若干个子三角形，

然后对每个子三角形采用 Gauss 积分，最终将每个子

三角形的计算结果集成到相应流形单元上。图 2 为流

形单元分解成子三角形示意图。 

图 2 流形单元分解成子三角形 

Fig. 2 Manifold element divided into triangles 

2  模拟计算中的几个问题 
2.1  计算参数的处理 

 在对式（16）进行迭代求解，更新 1,n mK ， 1,n mE
和 1,n mQ 时，对相对渗透系数 rk 和容水度C进行适当

的欠松弛处理可以有效抑制解的震荡。文献[15]提出，

当采用当前时间步最近两个迭代步的压力水头均值去

求解 rk 时，能够有效抑制解的震荡，加速算法的收敛

速度。其渗透系数表达式为 
1, 1, 1

1, s r 2
n m n m

n m

h h
k k k   



 
  

 
  。    (18) 

对容水度C，常取为当前时间步体积含水率的当

前迭代值 1,n m  与上一时间步的收敛值 n 之差除以相

应的压力水头之差 1,( )n m nh h  ，这种方法能够有效改

善离散格式的质量守恒性，但当前后两时间步的压力

水头相等，即 1,n m nh h  时，计算失效。吴梦喜[24]对上

述方法稍作修正，有效避免了计算失效问题： 
1,

1, 1,

1, 1,

1, 1,

1, 1,

( ) ( )
( ) ( )

( ( ) ( ) 0.01) 

( ) ( 0.01)
0.01

( ( ) ( ) 0.01) 

n m n

n m n m n n

n m n m n n

n m n m

n m n m n n

h h
h h h h

h h h h
C

h h h

h h h h

 
 

 
 

 



 

 

 

 


   
      

  



   

≥ ，

。

     (19) 

式中，
1, 0

( )
0, 0
h

h
h




  
。式（19）使质量矩阵对计算

的影响仅限于非饱和区，保证了质量守恒的同时，也

能够有效消除计算中的数值弥散。 
2.2  质量矩阵集中化处理 

文献[24]指出，由于质量矩阵 E 并非对角占优矩

阵，即使总渗透矩阵 K 具有对角占优的特性，但时间

步 t 很小时，总体方程的系数矩阵 ( / )t K E 的对角

占优特性将发生改变，从而导致湿润锋附近数值震荡。

研究表明，质量矩阵集中化处理能够有效解决上述数

值震荡[11, 24]。本文引入 Zheng 等[25]提出的一种质量矩

阵集中化处理方法，该方法具有严格的数学推导，能
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够适用于所有基于单位分解的数值分析方法。 
对式（8）中时间项取其变分，可重写为如下形式： 

( ) dt Ω

HC H Ω
t

 



   。     (20) 

由于权函数  iw 满足单位分解特性，故而有

iw =1，将 t 的积分项乘以 iw ，则有 

( ) dt iΩ
i

HC H w Ω
t

 



      

( ) diΩ
i

HCw H Ω
t





   。     (21) 

考虑权函数的紧支性，即当 p
iΩx 时， ( ) 0iw x ，

则式（21）可重新表示为 

p ( ) d
i

t iΩ
i

HCw H Ω
t

 



   ，  (22) 

式中， p
iΩ 表示第 i个物理片。 

当物理片 p
iΩ 足够小时， H 和

H
t




即可用相应物

理片的局部近似 h
iH 和

h
iH
t




代替，对任一物理片，有 

p ( ) d
i

h
i h i
t i iΩ

H
Cw H Ω

t
 




   。    (23) 

将式（6）代入式（23）可得 
T( )i i i

t i t t
 





dd E   ，          (24) 

式中， i
tE 即为物理片 p

iΩ 的质量矩阵，其具体表达式

如下： 
T dp

i

i
t iΩ

Cw Ω E p p   。          (25) 

考虑本文 ( )xp 取为零阶，即  T( ) 1x p ，则质量

矩阵 i
tE 为一阶，即 

p d
i

i
t iΩ

Cw Ω E   。          (26) 

文献[13]提出一种基于一致质量矩阵的最小时间

步准则：当网格尺寸与时间步长满足一定比例关系时，

数值震荡能够得到有效控制。但该方法在网格划分较

为粗糙时，时间步长相应较大，从而导致计算精度较

低，而采用细分网格时，计算效率将会降低，计算成

本过大。当采用质量矩阵集中化方案时，保持网格尺

寸一定，采用较小的时间步长就能得到更为精确的结

果，3.1 节将对此进行验证。 
2.3  溢出点的确定 

溢出点位置的确定，一直是渗流问题求解的难点

之一。溢出点位置的正确与否，关系着溢出面边界的

准确施加，直接影响解的精确性。对于计算得到的流

形单元广义节点水头值，如果其水头值大于其位置水

头，则该节点位于浸润线以下，反之，则该节点位于

浸润线以上，据此可采用线性插值的方法确定浸润线

的位置。如图 3（a）所示，对于 3 个广义节点形成的

三角形网格，假定节点 i位于浸润线之上，节点 j，k

位于浸润线以下，则浸润线与三角形边 ij的交点 a位
置确定如下： 

( )( ) /( )

( )( ) /( )
a j i j j j j i i j

b j i j j j j i i j

x x x x H y H H y y
y y y y H y H H y y
       

       

，

。
 (27) 

式中  iH ， jH 分别为节点 i ， j 处的总水头值；

( , )i ix y ， ( , )j jx y 分别为节点 i， j的坐标。同理，可

求出边 ik上的交点b的坐标。以此类推，即可得到整

个计算域上的浸润线，而浸润线与潜在出渗面的交点

即可作为溢出点，如图 3（b）所示。确定了溢出点的

位置后，即可采用罚函数法施加溢出面边界条件。 

图 3 浸润线及溢出点定位 

Fig. 3 Location of phreatic lines and spill points 

3  数值算例 
3.1  一维入渗的震荡控制 

本例为一维均质土的非饱和非稳定渗流问题[13-15]。

如图 4 所示，土层厚度为 1 m，初始条件为

( , 0) ( 8) mH y y  ， 边 界 条 件 为 (1, ) 1 mH t  ，

(0, )H t  8 m 。土–水特征曲线与相对渗透系数函数

分别采用 van Genuchten[26]和 Mualem[27]模型来描述： 
s r

r=
[1 ( ) ]b cah

 
 




 
  ，   (28) 

21/ 2 1/
r 1 (1 )c ck         。  (29) 

式中   r ， s 分别为残余含水率和饱和含水率；

r s r( ) /( )       ，为有效饱和度；a，b，c均为

与土性相关的模型参数，其中 1 1/c b  。相关计算参

数取值如表 1 所示。 

 
图 4 一维计算模型与初始条件、边界条件 

Fig. 4 One-dimensional model with initial and boundary  

conditions 



第 2 期                     陈远强，等. 饱和–非饱和渗流的数值流形法研究与应用 343 

 

表 1 一维入渗模型参数 

Table 1 Model parameters for 1D infiltration 

sk /(m·s-1) r  s  a /m-1 b  

61.0 10  0.186 0.363 1.00 1.53 

采用文献[13]中的网格尺寸与时间步长，分别利

用一致质量矩阵和集中质量矩阵对 46800 st  的压力

水头分布进行计算，计算结果如图 5 所示。由图 5 可

知，随网格尺寸和时间步长的逐渐减小，两种方法计

算的压力水头均呈现收敛趋势，且二者的压力水头分

布几乎完全一致。当网格尺寸为 0.001 m 时，二者在

0.8 m 位置处的压力水头计算结果均为-0.0216 m，与

解析解一致[15]。 

 

 

图 5 压力水头分布 

Fig. 5 Distribution of pressure head 

将网格尺寸固定为 0.05 m，逐渐减小时间步长，

压力水头的计算结果如图 6 所示。由图 6 可见，当网

格尺寸固定，时间步长逐渐减小时，两种方法计算的

压力水头均呈收敛趋势，但由一致质量矩阵计算的压

力水头在湿润锋附近发生剧烈震荡，而质量矩阵集中

化处理之后的计算结果不存在数值震荡现象。通过上

述分析可知，采用集中质量矩阵方案，能够有效消除

因时间步长过小引起的数值震荡，在网格划分较为粗

糙时，适当缩短时间步长，有利于提高计算精度。 

图 6 网格尺寸为 0.05 m 时的压力水头分布 

Fig. 6 Distribution of pressure head at size of mesh of 0.05 m 

3.2  土柱入渗问题 

Srivastava 等[28]给出了一维瞬态非饱和均质土柱

与层状土柱入渗问题的解析解。本算例中，均质土柱

高度取为 3 m，饱和渗透系数为 1.0 m/d；层状土柱上

下两层高度相等，均为 1.5 m，其饱和渗透系数分别

为 1.0，0.1 m/d，其余条件相同。计算边界条件为：

底部为水头边界， t≥ 0 时，总水头 b 0H  ；顶部为

入渗边界， 0t  时，入渗强度为 0tq  ， 0t  时，入

渗强度 0.1tq   m/d。计算几何模型及边界条件如图 7
所示。土–水特征曲线和渗透系数函数采用 Gardner 指
数模型[29]表示： 

r s r( )e h       ，  (30) 

r e hk    ，                (31) 

式中， 为与土性相关的模型拟合参数，其余参数同

式（28）、（29）。相关计算参数取值 为 2.0 m-1， r 为

0.092， s 为 0.400。 
均质土柱与层状土柱的计算几何模型及数学覆盖

分别见图 8（a）与图 8（b），二者均生成 175 个物理

片和 266 个流形单元。计算时，采用固定时间步长

0.005 d，计算总时长 5 d，数值模拟结果如图 9 所示。

由图可见，不论是均质土柱还是层状土柱，其数值解
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与解析解均吻合良好，模拟结果均无震荡现象发生，

充分验证了算法和程序的有效性与可靠性。 

 

图 7 计算几何模型及其边界条件 

Fig. 7 Geometric model with boundary conditions 

                 

(a) 均质土柱及数学覆盖      (b) 层状土柱及数学覆盖 

图 8 计算几何模型及数学覆盖 

Fig. 8 Geometric model and mathematical cover 

3.3  二维砂槽的非饱和入渗 

Vauclin 等[30]进行的二维室内入渗试验经常用来

检验饱和–非饱和非稳定渗流算法的性能。试验流动区

域为高 2.00 m，宽 6.00 m，厚 0.05 m 的土板，其底部

为不透水边界，两侧为自由排水边界。土体由颗粒分

布规则的河砂组成。初始时刻，土体内水位为 0.65 m，

试验开始后在土体表面中心 1.00 m 范围内均匀施加

0.148 m/h 的降雨强度，共 8 h。试验过程中对流动区

域内不同时刻的自由水面位置进行了测量。土–水特征

曲线和渗透系数函数分别由 van Genuchten 模型和

Mualem 模型来描述，即式（28）、（29），相关计算参

数取值为 ks为 0.35 m/h， r 为 0.01， s 为 0.30，a为 
3.30 m-1，b为 4.10。 

 

 

图 9 不同时刻下的压力水头分布 

Fig. 9 Distribution of pressure head at different moments 

根据对称性，截取流动区域的右半部分进行计算，

计算几何模型及数学覆盖如图 10 所示，共生成 784
个物理片和 1460 个流形单元。计算过程采用固定时间

步长 0.002 h。图 11 给出了不同时刻地下水位模拟位

置与试验结果的对比，数值解与试验值吻合良好。入

渗后 2 h 与 8 h 的压力水头等值线如图 12 所示，整个

计算域内等值线处处光滑，无震荡现象发生，进一步

验证了算法和程序的可靠性。 

 

图 10 计算几何模型及数学覆盖 

Fig. 10 Geometric model and mathematical cover 
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图 11 不同时刻地下水位模拟位置与试验结果对比 

Fig. 11 Simulated and experimental water table positions at  

different moments 

图 12 入渗后 2 h 与 8 h 的压力水头等值线 

Fig. 12 Contour plot of pressure head at time of 2 and 8 h after  

infiltration 

3.4  二维均质土坝 

某均质黏土坝，坝高 12 m，坝顶宽 4 m，上下游

坝坡均为 1∶2，下游坝底有一水平排水带，排水带深

入坝内长度为 12 m。初始条件为上游水位 4 m，下游

无水，在 t=0 时刻，上游水位瞬时升高至 10 m，下游

仍然保持无水状态，计算库水位上升后坝体内浸润线

变化过程，计算几何模型及边界条件具体如图 13 所

示。饱和渗透系数为 2.5 × 710  m/s，孔隙率为 0.381，
土–水特征曲线和渗透系数函数分别由 van Genuchten

模型和 Gardner 通用模型[29]表示，前者即式（28），后

者表示如下： 
1

1+ | |r Bk
A h

   ，             (32) 

式中， A，B均为与土性相关的模型拟合参数。相关

计算参数取文献[31]中所给参数，a为 0.4049，b为
8.852，A为 1.969× 910  m-1，B为 6.912。 

图 13 计算几何模型及边界条件 

Fig. 13 Geometric model with boundary conditions 

采用三角形网格覆盖坝体区域，如图 14 所示，共

生成 1113 个物理片和 2036 个流形单元。计算时间步

长取为 0.02 h。图 15 给出了坝体内浸润线随时间变化

过程，由图 15 可以看出，水位变化初期，浸润线的位

置变化很快，随着时间推移，浸润线位置变化逐渐缓

慢，最终趋于稳定。同时，也说明了本文所提方法对

实际工程问题的可行性。 

 

图 14 土坝几何模型及数学覆盖 

Fig. 14 Geometric model and mathematical cover of the earth dam 

图 15 不同时刻坝体浸润线位置 

Fig. 15 Phreatic lines of dam at different moments 

4  结    论 
（1）基于 NMM 的覆盖思想，建立了非饱和渗流

Richards方程的NMM离散格式。相比于有限元，NMM
的前处理更为灵活，对复杂边界具有更强的适应性，

同时，罚函数法的引入，使得本质边界条件和界面连

续性条件的施加更为简便。 
（2）当网格尺寸与时间步长比例良好时，集中质

量矩阵与一致质量矩阵计算结果一致，但对于较小的
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时间步长，集中质量矩阵对湿润锋附近的数值震荡有

明显的抑制作用。 
（3）通过编程实现对一维和二维非饱和非稳定渗

流的数值模拟，结果显示数值解与解析解或试验值吻

合良好，验证了本文算法的有效性与可靠性。 
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