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饱和孔隙介质的耦合物质点-特征有限元方法 
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(1. 山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆 400045；2. 重庆大学土木工程学院，重庆 400045) 

摘  要：物质点法是当下用于分析饱和孔隙介质大变形问题的常用手段。然而，传统的显式物质点法直接采用弱可压

缩的泊松方程计算孔隙水压力，存在着孔隙水压力震荡以及压力边界难以施加等问题。鉴于此，提出了一个适用于饱

和孔隙介质的耦合物质点-特征有限元方法。该算法将孔隙水视为不可压缩流体，基于特征线分裂算法的思想，将存在

对流项的液相动量方程采用特征线法进行时间离散，并利用投影法分步计算固、液相中的压力和速度。应用此算法对

一维饱和土柱的固结以及二维弹性地基中波的传播问题进行了数值模拟，所得结果与参考解基本相一致。计算结果表

明新算法可以很好地克服显式物质点法在计算固结问题时产生的孔隙水压力震荡现象。 
关键词：物质点法；饱和孔隙介质；不可压缩流体；特征线法；投影法 

中图分类号：TU43       文献标识码：A       文章编号：1000-4548(2023)05-1094-09 
作者简介：王兆南(1994— )，男，博士研究生，主要从事数值计算和本构模型等方面的研究。E-mail: znwang@cqu.edu.cn。 

Coupled material point method and characteristic finite element method for 
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Abstract: The material point method (MPM) is a common approach to analyze the large deformation of the saturated porous 

media. However, the pore pressure oscillations caused by the weak-compressibility fluid, and the complication to apply the 

pressure boundary are the main challenges in the conventional explicit MPM. In this study, a novel algorithm, which couples 

the MPM and characteristic finite element method (FEM) for the saturated porous media with the incompressible fluid, is 

proposed. Inspired by the characteristic-based split (CBS) method, the characteristic-based procedure is applied to the temporal 

discretion of the fluid momentum equation to avoid the instability induced by the convective term, and the projection method is 

introduced to split the velocity and pressure in the solid and fluid phases. Several numerical tests, involving the consolidation of 

one-dimensional saturated soil column and the wave propagation in two-dimensional elastic foundation, are conducted to 

examine the performance of the proposed method. The simulated results agree with the reference solutions, which indicates that 

the new algorithm can greatly overcome the water pressure oscillation of the consolidation problem in comparison with the 

explicit MPM. 
Key words: material point method; saturated porous media; incompressible fluid; characteristic-based procedure; projection method

0  引    言 
多孔介质的大变形模拟作为计算岩土力学领域的

一个重要分支，关于其在水力耦合条件下的数值方法

是当下的一个研究热点。目前，受制于非连续方法的

计算效率，连续介质的求解方案仍然是宏观计算多孔

介质流固耦合问题的首要选择，基于 Biot 固结理论的

u-p 和 u-U格式有限元法[1-3]（u，p，U分别代表固相

位移、孔压和液相位移）也已被广泛地运用在多孔隙

介质相关的工程应用中。但是，有限元在求解大变形

问题时却往往需要反复重构网格或增加其它的映射算

法才能弥补网格畸变带来的数值困难，从而牺牲了有

限元在计算效率上的优势。 
因此，用于计算大变形的数值方法便不断地被开发

出来，这些方法主要包括类有限元法（如物质点法[4-5]、

粒子有限元法[6-7]等）和无网格法（光滑粒子流体动力

学法[8]、运动粒子半隐式法[9]等）。其中，物质点法在

近年来的饱和或非饱和土的滑坡计算中取得了极佳的
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效果[10-13]，为地质灾害的防治提供了一个有效的模拟

手段。 
传统的显式多孔介质物质点法（下文简称“显式

物质点法”）一般采用一套或两套物质点[14-16]储存固

相和液相的物质信息，在背景网格完成动量方程的求

解之后，再将更新后的信息映射回物质点，并计算其

在下一时步的空间位置和速度，孔隙水压力则采用弱

可压缩的泊松方程进行显式地更新。 
该方法存在以下问题：①时间步长受液体压缩模

量、土体渗透性的限制。由于液体的压缩模量很高，

必须采用很小的时间步长，从而降低了计算效率。②

在流体不可压的限制下，若速度和压力的插值函数组合

不能满足 ladyzenskaja-babuška-brezzi（LBB）条件[17]，

会引起剧烈的孔隙水压力震荡。③孔压边界的施加较

为复杂，需要追踪边界单元后再施加在其内部的物质

点上[13]。④不便于考虑多场耦合问题中所包含的其它

未知量，如细颗粒浓度[18-19]、温度[20-21]等随流场迁移

的标量。 
针对传统物质点法流体压力震荡、自由面不稳定

的现象，Pan 等[22]将孔隙流体视为不可压的，采用

SUPG（streamline upwind petrov-galerkin）有限元[23-25]

与物质点法相结合的方法分析了土颗粒与流体的耦合

作用。Yamaguchi等[26]和Kularathna等[27]基于Chorin[28]

所提出的投影法将物质点法中的速度和压力进行分步

计算，投影法的引入使得物质点的速度和压力能够同

时使用一阶次的插值函数而无需满足 LBB 条件，极大

地增强了饱和土体大变形时的压力计算稳定性。 
特征分裂（characteristic-based split，CBS）技术

是由 Zienkiewicz 等[29]提出的一种采用特征线-伽辽金

法处理 Navier-Stokes 方程中的对流项，并基于投影法

分步计算速度和压力的有限元方法。其特点是能够克

服因 LBB 限制所造成的压力不稳定，并扩大了时间步

长来提高求解的效率。此外，沿特征线进行对流项的

离散也能够给出具有明确物理意义的平衡耗散项，从

而避免了 SUPG 修正权函数的困难。 
基于此，本文提出了一个适用于饱和孔隙介质的

物质点和有限元法的耦合求解方案，推导了耦合形式

下固、液两相控制方程的离散格式。通过对一维饱和

土柱固结、二维饱和地基中波的传播问题的模拟，验

证了新方法的效果。由于在求解过程中，固、液相速

度采用显式的向前欧拉法更新，而压力则是通过解线

性方程组获得的。因此，耦合物质点-特征有限元法属

于半隐式的求解方案（下文简称“半隐式耦合法”）。 

1  饱和孔隙介质的控制方程 
本文中变量上标 s，f 分别表示该变量属于固相或

液相；下标 i，j，k 分别表示张量的方向，黑色斜体变

量表示矩阵或向量；下标 I，J，K，L 表示网格节点。  
根据孔隙介质理论的均匀化假设，固相和液相的

平均密度可分别表示为 
s s(1 )      ，            (1a) 
f f    。                (1b) 

式中：ρs，ρf分别表示固相和液相的真实密度；ϕ 为孔

隙体积与总体积之间的比值，即孔隙率。 
固相和液相的质量守恒方程可分别表示为 

  
ss s

sD 0D
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  ，        (2a) 
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  。        (2b) 

式中： iu 为速度张量；      s sD D i it t u x       
是针对固相变量的物质导数。将式（2a），（2b）展开，

并考虑土颗粒和孔隙流体的不可压缩性： 
s

s s s s(1 ) (1 ) 0i
i

i it x x
   
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  
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uu   ， (3a) 

       
f

f f f f 0i
i

i it x x
   

 
  
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uu   。     (3b) 

结合式（3a），（3b），能够得到饱和孔隙介质的连续性

方程： 

   s f(1 ) 0i i
ix       

u u   。       (4) 

固相和液相的动量守恒方程可分别表示为 

  
fs s

s s( (1 ) )D
D

ij iji
i i
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p
b D

t x
  

 
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  

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 ，  (5a) 

   
f f f

f f fi i
j i i

j i

pu b D
t x x

  
   

         

u u
 。  (5b) 

式中： ij 为土骨架之间的有效应力；pf为孔隙水压力；

bi为外力加速度。与拉格朗日视角下的液相动量方程[13]

不同，式（5b）的流体加速度部分考虑了对流项的影

响，这是欧拉视角下采用固定网格描述流场变化而产

生的。Di表示固相和液相之间动量交换时产生的拖曳

力，一般采用线性的达西定律表示： 

   
2 f

f s( )i i i
gD k

 
 u u   。       (6) 

式中：k 为土体的渗透系数；g 是重力加速度。 
偏微分方程（4），（5）的边界条件包括以下 4 种：

①在固相位移边界 s
u  ，给定固相速度 s s

i iu u ；②

在固相面力边界 s
t  ，给定面力 s

ij j in t   ， jn 为面

力边界的外法线矢量；③在液相位移边界 f
u  ，给

定液相速度 f f
i iu u ；④在压力边界 f

p  ，给定压

力水头 f fp p 。 
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2  耦合物质点-特征有限元方法 
半隐式耦合方法的求解过程主要利用了投影法

分步计算速度和压力的思想，其原理为：先忽略动量

方程（5）中的压力梯度以得到预测速度 u*；再根据

质量守恒单独计算压力；最后从预测速度中减去压力

梯度完成速度的修正，整个过程是速度和压力的交替

求解。因此，本文在预测阶段和修正阶段分别引入了

速度增量 Δu*，Δu**用以辅助计算，它们与真实速度

增量 Δu之间的关系表示为 
        u u u   。          (7) 

式中：  = s 或 f。孔隙介质固、液两相的加速度可

由 t + 1 和 t 时刻的速度向前差分得到： 
s s s, 1 s, s sD

D
t t

t t t
      
 

u u u u u   ，   (8a) 
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u u u u u   。   (8b) 

式中：Δt 为时间步长。 
2.1  时间离散 

将式（8）代入固相的动量方程（5a），同时让压

力作为一个在 t + 1 时刻的独立变量，则式（5a）被分

裂成两部分： 
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由于液相动量方程（5b）中存在对流项，若直接

采用标准伽辽金法离散会造成数值上的不稳定。因此，

这里选择 CBS 的方法进行处理，即先以特征线法进行

时间离散，再结合投影法将其分裂为 
f

f f f f f
t
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式（10a）方程右边的第二项为特征线法离散得到的一

个二阶的稳定项。将式（9b）和（10b）代入连续性方

程（4）内，可以得到饱和孔隙介质的压力泊松方程： 
f, 1

s f
s f

1(1 ) 0
t t
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u u  。(11) 

式中： α α, αt   u u u 为固、液两相的预测速度。 
2.2  空间离散 

采用标准伽辽金法分别对固、液相的动量预测方

程（9a）和（10a）两端分别乘以试探函数 δwi，可以

得到这两个方程的弱形式： 
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式（12b）等式右边最后一项为分部积分产生的面力项，

此处将其省略[29]。 
对于任意的固相或液相变量都可以采用其在网格

节点上的值进行插值近似，同时考虑试探函数的任意

性 δwi = ΝI，则方程（12a），(12b）可以被空间离散为 
s s s,int s,ext f s( )IJ J I I IJ J JM t F F Q        u u u ， (13a) 
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2
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式中：固相方程中的矩阵采用物质点积分，节点对于

物质点处的形函数采用 NI (xp)表示；液相相关的矩阵

则采用高斯积分，节点对于积分点处的形函数采用 NI 

(xg)表示： 

s
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式中：Np 为总的物质点数量； s
it 可直接施加在边界单

元中的物质点上；ϕg，kg 为积分点上的孔隙率和渗透

系数； p 为物质点的体积，mp 是物质点的质量，  
s(1 )p pm       。           (14) 

对压力泊松方程两边同时乘以试探函数 δp，其弱

形式可以表示为 

f

s f
f s

f, 1

s f

(1 ) ( ) d

1 d
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i
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s f
1 d

t

i i

p pt x x
   

 

      
   。    (15) 

考虑试探函数的任意性，令 δp = NI，方程（15）的空

间离散形式为 
f, 1 s s f f f s( )t

IJ J IJ J IJ J IJ J JtH p G G O         u u u u  
f, 1t

IJ JtP p    ，             (16a) 
式中： 
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式（16）为一个线性方程组，HIJ则为一个正定对称的

方阵，该方程组可采用预处理共轭梯度法进行求解。 
同样地，固相和液相的动量修正方程（9b）和（10b）

的弱形式表示为 
f , 1

s s(1 ) d (1 ) d
t

i i i
j

pw u t w x      


 
    

    ， 

(17a) 
f , 1

f f d d
t

i i i
i

pw u t w x     


   
    。 (17b) 

其空间离散形式： 
  s s s f , 1t

IJ J IJ JM tG p   u   ，      (18a) 
   f f f f , 1t

IJ J IJ JM tG p   u   。      (18b) 

2.3  状态变量的映射 

物质点携带了土体的速度、孔隙率、渗透系数等

状态变量，而控制方程的求解却是在欧拉网格节点上

进行的，因此可通过质量最小二乘的方式将上述状态

信息通过插值函数映射至节点上。t 时刻节点的固相

速度、孔隙率、渗透系数可分别表示为 
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式中：up，ϕp，kp 分别为物质点处的速度、孔隙率和

渗透系数。 
2.4  状态变量的更新 

t + 1 时刻节点上的固、液两相速度可以记作： 
α, 1 α, α αt t
I I I I

      u u u u   。    (20) 

其中固相更新后的速度还需从节点映射回物质点来计

算粒子的速度和位移： 

1 s, +1
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t t t
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1
( )

nN
t t t t
p p I p I

I
t N  



  x x x u   。   (21b) 

式中：Nn 为总的节点数量。 
式（21a）是一种混合 PIC（particle in cell）和 FLIP

（fluid implicit particle）的物质点速度映回方式。在

经典物质点法中，PIC 虽然可以使求解过程更加稳定，

但是会造成严重的能量耗散；而 FLIP 一般可以保证

能量守恒，但是会使得系统产生振荡。参数 β∈[0, 1]
决定了式（21a）中 PIC 和 FLIP 在信息映回时所占的

比重（β = 0 时为 PIC，β = 1 时为 FLIP）。本文将 β 的

取值定为 0.9。 
物质点体积和孔隙率的更新则是与其变形梯度

pF 相关联的： 

      1 s, 1

1
( )

nN
t t t t
p I p I p

I
F t N F 



 
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 1 1 0t t
p p pJ     ，           (22b) 

   
0

1
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(1 )
1 pt

p t
pJ
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 
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
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式中：δ为克罗内克算子；Jp为变形梯度 pF 的行列式； 
0
p ， 0

p 分别为物质点的初始孔隙率和初始体积。 
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2.5  数值算法流程 

本文所提出的半隐式耦合算法的求解流程：①使

用方程（19a），（19b），（19c）将固相物质点上的信息

映射至背景网格节点上，包括固相的速度、孔隙率、

渗透系数等变量；②通过固相的本构方程计算所有物

质点上的有效应力（本文中所涉及问题均使用线弹性

本构模型），该更新应力的方案被称为 USF 格式

（update stress first）；③求解固、液两相的动量预测

方程（13a），（13b），并分别施加它们的位移边界条件；

④根据压力边界条件计算泊松方程（16a），隐式地计

算孔隙压力；⑤求解固、液两相的动量修正方程（18a），
（18b），并分别施加它们的位移边界条件；⑥根据式

（20）更新固、液两相的节点速度，并将固相节点速

度映射回物质点，从而根据式（21a），（21b）得到质

点速度和位移；⑦采用方程（22a），（22b），22（c）
更新物质点的变形梯度、孔隙率，渗透系数的更新方

式与具体问题相关，它是孔隙率、颗粒粒径、细粒含

量等变量的函数；⑧丢弃背景网格上除液相速度和压

力以外的所有信息，进入下一时步的计算。 
上述计算流程中，固相的位移边界和面力边界分

别被施加在背景网格的节点和指定的物质点上；液相

的位移边界和孔压边界均被施加在节点上。此外，与

物质点法相关的计算均可采用 B 样条插值函数[30]或

其他高阶插值格式来抑制物质点跨越网格时产生的数

值噪声。 

3  数值算例分析 
3.1  一维饱和土柱固结 

饱和土柱的一维固结问题是土力学中的一个经典

算例。图 1 为一个高 1.0 m、宽 0.1 m 的弹性土柱，土

柱的侧面和底部均为不透水层，顶部为透水层并受到

均布荷载 Q 的作用。采用 10 个边长∆x = 0.1 m 的四边

形有限元网格将饱和土柱离散，并在每个网格内均置

4 个物质点以表示土体骨架。总的求解时间 Ttotal = 2.0 
s，单个时间步长 Δt = 2.0×10-4 s。图 1 中的 E，ν 分

别表示杨氏模量和泊松比。 
图 2 给出了 Q = 10 kPa 时不同时刻下孔隙水压力

沿深度的分布情况，可以看出数值解与太沙基的理论

解[31]基本相一致。尤其是在 0.001，0.01 s 两个固结的

初始时刻，孔隙水压力沿深度均呈现出了良好的分布

形态。 
图 3 为土柱中部节点处孔隙水压力随时间消散的

时程曲线。从中可知，显式物质点法[13]在固结开始的

0.025 s 之前存在着明显的数值震荡，而半隐式耦合方

法所得到的孔压时程曲线则与理论解始终保持着一

致，其数值稳定性要显著优于传统方法。此外，该算

例中显式物质法的计算时间步长 Δt = 1.0×10-6 s，其

计算效率也低于半隐式耦合算法约两个数量级。 

 

图 1 一维土柱固结的示意图 

Fig. 1 Consolidation of 1D soil column 

 

图 2 不同时刻孔隙水压力沿深度的分布 

Fig. 2 Distribution of pore water pressure along height at different  

time 

 

图 3 土柱中部孔隙水压力随时间的消散曲线 

Fig. 3 Dissipation curves of pore water pressure at middle of soil  

column 

图 4 给出了顶部荷载 Q = 2 MPa 时土柱内孔隙水

压力随时间的消散情况。在固结的初始阶段，数值解

与理论解仍然保持着较好的一致性。当固结时间为 t = 
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0.164 s 时，高度在 0.9，1.0 m 节处的点孔隙水压力变

为了零，这说明此时最顶部网格内的物质点受荷载作

用已经跨越网格向下移动，出现了较大的土体变形。

此时，土柱中孔隙水压力随时间的分布形态也依然保

持正确，说明本文提出的半隐式耦合算法在处理多孔

介质的大变形问题时。 

 

图 4 大变形条件下孔隙水压力沿深度随时间的分布 

Fig. 4 Distribution of pore water pressure along height with time  
under large deformation 

极小渗透系数的土体在加载瞬时会近似于不排

水的条件，从而形成不可压缩条件的限制。为了进一

步验证本文方法在不可压缩问题上的适用性，图 5
给出了在极小的渗透系数 k = 10-7 m/s 时，固结初始

阶段 t = 0.001 s 土柱内孔压的分布情况。如图 5（a）
所示，虽然此时土柱内的压力并未出现明显的数值振

荡，但采用∆x = 0.1 m 的粗网格显然已经不能满足计

算所需的精度。图 5（b）给出了采用∆x = 0.01 m 的

细网格计算所得到的孔压分布，可以看出此时数值解

和理论解已经基本趋于一致，证明了所提出耦合方案

的有效性。 
3.2  二维饱和地基中波的传递 

为探究二维不可压缩孔隙介质中 Rayleigh波的传

播方式，Breuer[32]在平面应变空间中建立了一个长 21 
m、高 10 m 的饱和土地基模型。如图 6 所示，地基的

底部和左右两个边界为不透水层、上部边界为透水层。

地基表面的中央位置受到一个宽度为 1 m的动力荷载

Q(t)作用： 
       5( ) 10 sin(25π ) ( 0.04)Q t t H t    。   (23) 

式中：H(t-0.04)为 Heaviside 阶越函数。本文采用 13440
个间距为 0.125 m 的有限元网格将求解域离散，并在

每个网格内均匀地布置 4 个物质点，共 53760 个粒子

用以表示土体。模型的计算时间步长 Δt = 1.0×10-3 s，
总的求解时间 Ttotal = 0.2 s。此外，分别选取地基中的

A (5, 10)，B (8, 8)两点用于分析具体的位移和孔压时

呈变化。考虑到 Markert 等[33]使用有限元方法对上述

模型的计算结果通常被视为基准解，因此这里将其作

为验证半隐式耦合算法的一个参考。 

 

图 5 小渗透系数下初始固结阶段孔压的分布 

Fig. 5 Distribution of pore pressure at initial consolidation stage  

with small permeability coefficient 

 

图 6 二维饱和土地基的示意图 

Fig. 6 Geometry and boundary of 2D saturated foundation 
图 7（a）给出了饱和地基中 A 点的位移变化曲线。

该曲线总体呈现出典型 Rayleigh波作用下的椭圆形运

动轨迹，采用半隐式耦合方法的计算结果与 Markert
等[33]给出的曲线基本保持一致，而显式物质点法[34]

的计算结果则相较于前者有着较大的差别。图 7（b）
为节点 B 处孔隙水压力随时间的变化曲线。在荷载施

加的前 0.04 s，半隐式算法的压力变化与荷载的正弦

形式相一致，而后孔隙水压力在惯性力的作用下先降

低再升高，最后逐渐消散保持在零压力附近，其结果
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与 Markert 等的基准解基本符合。然而，显式物质点

法对于孔压的计算则出现了明显的震荡。 

 
图 7 监测点 A 点和 B 点的时程曲线 

Fig. 7 Time-history curves at monitoring points A and B 

图 8 分别给出了显式物质点法和半隐式耦合法在

t 为 0.05，0.1，0.15，0.2 s 时刻饱和地基中孔隙水压

力的分布云图。从图中可以看出孔隙水压力的分布随

时间从中间向两边逐渐扩散，采用半隐式耦合法（图

8（a））计算的结果在不同时刻的轮廓分布清晰。然而，

显式物质点法（图 8（b））的孔压虽然在整体分布规

律上与前者大致相同，但是在局部区域会出现明显的

棋盘式交错震荡现象[34]。 

图 8 不同时刻孔隙水压力的分布云图 

Fig. 8 Contours of pore water pressure at different time 

 

4  结    语 
针对传统物质点法在计算饱和孔隙介质时压力震

荡、时间步长取值太小、压力边界难以施加的问题，

提出了一种物质点和特征有限元耦合的半隐式求解方

案。其中，物质点和有限元分别用以描述固相和液相，

并将液体视为不可压缩的。通过引入特征分裂（CBS）
算法的思想，将包含对流项的液相动量方程采用特征线

法时间离散，基于投影法将固、液两相的动量方程分裂

成预测和修正两部分，从而实现了固、液相速度和孔隙

水压力的分步计算。其中，速度的更新采用显式向前欧

拉法；压力则时通过求解泊松方程隐式地获得。 
采用两个经典算例验证了算法的有效性。对于一

维饱和土柱的固结问题，无论固结应力的大小，节点

的孔隙水压力在起始阶段均未出现传统方法中存在的

震荡现象，且孔压时呈曲线也与理论解相一致。对于

二维饱和地基中波的传递问题，计算的位移和孔压时

程曲线均与基准计算结果相一致。 
基于投影法的求解方案使固、液相速度和压力摆

脱了 LBB 条件的限制，解决了采用弱可压泊松方程计

算孔压时的压力震荡问题，并且提供了更大的时间步

长以节省计算开销；采用有限元计算流体则能够使压

力边界条件直接施加在节点上，省去了显式方法中需

要查找压力边界单元的过程。 
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