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摘  要：砂土的初始剪切模量 maxG 是反映土体刚度的一个重要的力学参数。利用多方向的弯曲元测试技术，对取自波

斯湾人工岛礁的钙质砂小应变初始剪切模量进行研究，分析了不均匀系数 Cu、平均粒径 D50 及应力历史对钙质砂水平

（GHH）和垂直平面（GHV和 GVH）上剪切模量的影响。结果表明：各向同性固结下，钙质砂的 Gmax各向异性显著，表

现为 GHH值大于 GHV和 GVH； maxG 随着平均粒径 D50增大而增加，但随着不均匀系数 Cu 增大而降低；卸载阶段的 maxG
高于加载阶段的 maxG 值；将不均匀系数 Cu、平均粒径 D50和超固结比 OCR 作为变量对预测砂土 maxG 的 Hardin 公式进

行修正，相较于传统 Hardin 公式，修正后的公式能够更好地预测本文中使用钙质砂的 maxG 。 
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Abstract: The small-strain shear modulus is an important parameter indicating soil stiffness in geotechnical engineering. In this 

study, the multidirectional bender element technique is used to investigate the small-strain shear modulus of calcareous sand 

from Persian Gulf. The effects of the coefficient of gradation, mean particle size and stress history on GHH, GHV and GVH on 

both vertical and horizontal planes are considered. The test results show that for the calcareous sand used in this study, the 

stiffness anisotropy is significant, behaving as the higher GHH than GHV and GVH. maxG increases with the increase of D50 and 

decreases with the increase of Cu. The values of maxG at the loading stage are apparently higher than those at the unloading 

stage. Finally, the Hardin equation for predicting the small-strain shear modulus is modified with the participation of D50, Cu 

and OCR, and a better prediction capability is obtained by comparing the traditional Hardin equation. 
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0  引    言 
近年来，随着人工岛礁的不断兴建，钙质砂的力

学性质受到学者们不断关注[1]。已有文献表明，钙质

砂的物理及力学性质比其他岩土材料特殊[2-3]，如较高

的动强度和更为显著的颗粒破碎特性[4-10]。为了提升

钙质砂地基的稳定性，在探索钙质砂力学特性的同时，

一些新的加固方法如微生物胶结也逐渐得到研究和应

用[11-13]。土的众多力学参数中，初始剪切模量 maxG 常

作为重要的力学指标应用于土体稳定性评价与数值模

拟计算。随着现代土力学的发展，土体强度特性得到

大量研究，岩土工程中，大部分的大变形土体破坏（应

变超过 20%）能够有效避免；同时，在现代城市基础

建设中，既有建筑物荷载对基坑及隧道等地下工程周

围土体变形特性有显著影响，因而在对土体强度特性

研究的同时，土体抵抗变形的能力也得到越来越多的
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重视[14]。试验表明，当土体应变从 10-7弹性应变发展

到 10-4时，剪切模量呈现出指数形式的衰减[15]，表示

土体抵抗剪切变形的能力降低，进而导致土体失效破

坏。因此，作为反映土体刚度的重要参数，小应变剪

切模量 maxG 的影响因素[16-26]、测量方法[27]以及其与其

他土力学参数之间的关联性[28]是近几十年来一个重

要的研究方向。 
相较于黏性土，砂土 maxG 的影响因素更容易被量

化，这是由砂土本身的特点决定的。目前，学者们提

出影响砂土 maxG 的因素主要有砂土的颗粒性质，如颗

粒形状[16]和表面粗糙度[17]等；砂土物理化学性质，如

矿物成分[18]、土体不均匀系数[19]、土体组构[20]和微粒

含量[21-23]等；砂土所处的外部环境，如饱和度[24]等；

以及砂土的应力状态，如各向异性应力[25]及超固结状

态[26]等。以上影响因素目前都可以被量化，如表征颗

粒形状的圆度，表征颗粒大小的平均粒径 D50，反映

土体级配的不均匀系数 Cu及微粒百分含量 FC等。这

些量化的参数可被引入到 Hardin[29]提出的用于预测

砂土小应变初始剪切模量的经验公式： 
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式中  A 和 n为经验常数； p为有效主应力； ap 为大

气压强，取 100 kPa； ( )f e 为孔隙比函数，  
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式中，a为经验常数。Jamiolkowski 等[30]对 Hardin 公

式进行了修正，提出了一个新的孔隙比函数，表示为 
( ) df e e   ，               (3) 

式中，d 为经验常数。学者们通常将 A ，n，a和 d 表

示成以 Cu等砂土参数为变量的经验函数，比较经典的

如：Whitchman 等[19]提出 A ， n和 a可以表示为以 Cu

为变量的幂函数和指数函数，发现传统 Hardin 公式不

适用于级配良好砂土，而修正后的公式预测效果更佳；

Payan 等[25]用 Cu 和颗粒形状规则度表示常数项 A 和

n，得到的修正经验公式能够更好地预测具有不同颗

粒形状及级配砂土 maxG ；Whitchman 等[31]和 Goudarzy
等[32]将粉粒含量 CF 作为变量引入常数项 A ， n和 a；
Fioravante等[26]提出将超固结比OCR引入Hardin公式

预测钙质砂的 maxG ，表示为 

max
a

( ) OCR
n

mpG Af e
p
   

 
  。    (4) 

超固结比 OCR 为加载阶段有效应力的最大值与

卸载时有效应力之比， m 为经验常数，基于此，Shi
等[23]考虑粉粒含量和应力历史的耦合作用，将 CF 作为

变量对m 进行修正，成功预测了卸载过程中含非塑性

粉粒钙质砂的 maxG 。目前，有关级配和颗粒大小的砂

土小应变剪切模量研究多以石英砂为研究对象，而文

献表明，钙质砂的 maxG 与石英砂存在较大差异，表现

为在相同孔隙比下较大的 A 和 n 以及对应力历史的敏

感性[23, 26]不同。并且，综合考虑砂土不均匀系数，颗

粒大小和应力历史三者耦合作用下的钙质砂 maxG 演

化规律的研究尚未见报道，亟需开展相关研究。 
常规室内试验中直接测量土体小应变剪切模量的

试验方法有两种，分别为共振柱试验和剪切波速试验。

其中，剪切波速试验大多依靠弯曲元传感器来实现，

其工作原理是依靠一对弯曲元在弹性应变范围内向土

体内部发送和接收剪切波， maxG 可由测得的剪切波速

计算得到： 
2

max sG v   ，             (5) 

式中，  为土体密度（kg/m3）， sv 为测得的剪切波速

（m/s）。剪切波速法测量土体 maxG 的可靠性已得到广

泛证实，由于剪切波在土体内部以微小应变进行传播，

因此其对砂土颗粒特性和土体结构十分敏感，可以用

来表征土体微观结构变化[20]。本文开展三轴各向同性

固结结合弯曲元试验研究，通过测量水平和垂直两个

方向上的剪切波速，得到了水平和垂直平面上的剪切

模量；并探讨了砂土不均匀系数 Cu、平均粒径 D50和

超固结比 OCR 对钙质砂小应变初始剪切模量 maxG 的

影响；将这 3 个影响因素进行量化，引入 Hardin 公式，

修正了用于预测钙质砂 maxG 的经验公式，同时验证了

该公式的有效性。 

1  试    验 
1.1  试验材料 

试验所用钙质砂取自波斯湾人工岛礁，主要由海

洋生物残骸组成，如贝壳和珊瑚碎屑。经测定，其碳

酸钙含量高于 95%。本文首先将原状钙质砂用德国

DIN ISO 11277∶2002 标准筛进行颗粒筛分[33]，后经

过调配，得到了具有相同平均粒径但不均匀系数不同

的砂样（SCU17，SCU18 和 SCU19），对于不同平均

粒径砂样，本文选取经筛分得到的 0.315～0.5，0.63～
1，1.25～2 mm 三组粒径钙质砂，3 组砂样的不均匀

系数接近 1，排除了不均匀系数的影响，且平均粒径

差别明显，能够有效地反映平均粒径的影响。本文所

用砂样的级配曲线和物理特性如图 1（a）和表 1 所示，

钙质砂的颗粒形貌如图 1（b）所示。 
1.2  试验设备 

试验使用设备为 GDS 应力路径三轴仪，配合自行

装配的弯曲元传感器，以实现水平和垂直两个方向上 
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图 1 颗粒级配与颗粒形貌 

Fig. 1 Particle-size gradation and grain morphology 

表 1 试验砂样的物理性质 

Table 1 Physical properties of tested sands 
砂样 emax emin D50 Cu Gs 

0.315～0.5 
mm 

1.40 0.91 0.4075 1.30 2.81 

0.63～1 mm 1.69 1.13 0.8150 1.30 2.81 
1.25～2 mm 1.85 1.34 1.6250 1.30 2.81 

SCU17 1.54 1.05 0.8100 1.60 2.80 
SCU18 1.36 0.53 0.8100 3.21 2.81 
SCU19 1.34 0.91 0.8100 5.13 2.81 

的剪切波速测量。其中水平方向的剪切波可分为垂直

激振和水平激振两种，波速可分别表示为 VHV和 VHH，

第一个下标代表剪切波的传播方向，第二个下标代表

剪切波的激振方向，对于垂直方向上传播的剪切波，

可表示为 VVH，与此 3 种剪切波对应的 maxG 可表示为

GHH，GHV和 GVH，弯曲元传感器的具体布置形式及剪

切波的工作方式如图 2（a）所示。在试验中，水平向

弯曲元传感器的布置形式采用的是摩阻式（frictional 
bender element）[34]，弯曲元传感器不必插入土体，剪

切波的产生和接收依靠弯曲元带动两个刚性薄片完

成。首先在制样前，需沿试样高度的 1/3 和 2/3 处在

橡皮膜上切割出两对开口，开孔大小需根据弯曲元传

感器大小确定，本文开口尺寸为 3 mm×5 mm，两对

刚性薄片通过使用柔性胶贴合在橡皮膜内测以封堵开

口并与土体接触，待试样制好后，使用快干胶将弯曲

元传感器固定在刚性薄片上，图 2（a）左侧为弯曲元

传感器在试样一侧的安装示意图。依据这种特殊的布

置形式，水平方向剪切波的传播距离可定义为两个刚

性薄片之间的距离[20, 34]。此种布置形式的有效性已在

文献[20，34]中得到证实。图 2（b）为典型剪切波曲

线，试验中剪切波的激振频率为 15 kHz，振幅为 20 V，

波形为单次触发正弦波，采用波峰到波峰的形式确定

剪切波传播的时间，同时考虑了弯曲元系统的延时性

和加载过程中体变对剪切波传播距离的影响，之后，

根据刚性薄片之间的距离，可推算出剪切波速大小。 

 

 

 
图 2 多方向弯曲元传感器布置形式和工作方式 

Fig. 2 Diagram and working principle of multidirectional bender  

element 

1.3  试验工况与方法 

每种砂样考虑 3 种相对密实度，每个工况进行 3
组试验，一共 18 个工况 54 组试验。具体试验方案如表

2 所示。本文中所有试样的制备均采用干击法[35-36]：制

样过程中，砂样倒入一长颈漏斗，将漏斗缓慢提升并

保持漏斗下部端口与试样距离接近为零，同时水平方

向上做圆周轨迹转动以确保砂样均匀分布，所有试样

按质量等分为 5 层制样，试样的密实采取从上部击实

的方法同时使用欠压实技术[37]，尽量使每层砂样密度

保持一致，松砂可不分层。所有试样采用二氧化碳和

反压相结合的方法进行饱和，通二氧化碳的时间为 0.5 
h，反压为 300 kPa。待试样饱和后（B>0.95）进行各

向同性固结试验。固结试验中，每个试样加载到有效

应力 400 kPa 后再卸载到 50 kPa，加载路径如图 2（c）
所示。每个加载阶段需保持 0.5 h 以确保体变达到相对
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稳定状态，此时进行弯曲元试验。加载后的试样经干燥

处理进行筛分试验以检查颗粒破碎情况。 
表 2 试验方案 

Table 2 Test programs 
砂样 初始相对密实度 Dr/% 

0.315～0.5 mm 5 50 71 
0.63～1 mm 20 54 85 
1.25～2 mm 8 58 90 

SCU17 13 52 78 
SCU18 10 56 90 
SCU19 8 55 99 

2  试验结果分析 
2.1  平均粒径 D50对 Gmax的影响 

图 3 为不同平均粒径的钙质砂在不同相对密实度

下， maxG 随平均有效主应力在加载阶段的变化情况。

由图 3 可知，随着压力的增大， maxG 呈逐渐增大的趋

势但增大的幅度逐渐放缓。随着相对密实度的提高，

砂样的 maxG 也逐渐增大。由式（1）可知， maxG 计算

式中包括孔隙比函数，若将 maxG 用孔隙比函数进行归

一化处理，理论上可抵消掉密实度对 maxG 的影响。

Jamiolkowski 等[30]认为式（3）更适用于颗粒形状不规

则的砂土。本文中使用的钙质砂通过图像分析可归类

为低球度和低圆度的不规则砂[20]，因此选取式（3）
为 maxG 归一化的孔隙比函数。式（3）中的经验常数 d
取 1.2，与Shi等[23]对同一种钙质砂 d的取值保持一致。

有研究表明，d 值大小只与砂土的组成成分有关，并

且由于试验数量的限制，d 与 D50和 Cu之间的经验关

系本文不进行讨论。图 3（d）～（f）表示的是 3 组 
试样的初始剪切模量以孔隙比函数归一后( max / ( )G f e ) 

 
图 3 不同平均粒径试样 maxG 随应力变化趋势 

Fig. 3 maxG versus effective mean stress of sands with various particle sizes
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随应力变化的趋势，可以看出，归一化后，不同相对

密实度下的 max / ( )G f e 差别不明显，但 GHH 始终高于

GHV 和 GVH 值，Shi 等[20]观察到传播和激振方向都平

行于层理面的剪切波波速要大于其他平面上的剪切波

速，而层理面是土体结构各向异性的直接表现之一。

本文中归一后由孔隙比或相对密实度引起的 maxG 差

异性被抵消，由于土体结构产生的 maxG 各向异性依旧

存在，反映出初始剪切模量各向异性不受土体相对密 
实度的影响，与 Shi 等[20]研究结果一致。 

由于归一后不同相对密实度下 max / ( )G f e 值接

近，因此，为了比较 D50 对初始剪切模量的影响，对

于不同粒径组的砂样，取各相对密实度下 max / ( )G f e
的均值进行比较，见图 4。由图 4 可以看出，对于 GHH，

GHV 和 GVH，随着平均粒径 D50 的增加，初始剪切模

量不断增大。Wichtmann 等[31]比较了具有相同 Cu和不

同 D50 石英砂的初始剪切模量，发现 D50 对 maxG 的影

响可以忽略不计，与本文中分析的结论不一致。考虑

到本文所用的钙质砂颗粒形状，这里推测，本文中 D50

对初始剪切模量的影响是由于不同平均粒径下颗粒形

状差异性导致的。Shi 等[20]通过对同一种钙质砂进行 

三维 CT 扫描发现，随着粒径的增大，砂颗粒的球度

逐渐下降，颗粒形状变得更为不规则。一般认为，颗

粒形状越不规则，孔隙比相同情况下砂土的初始剪切

模量越大[16]。因此，本文中钙质砂的初始剪切模量会

随着粒径的增大而增大，而文献[16]中石英砂的初始

剪切模量对 D50 不敏感，推测是由于不同粒径的石英

砂颗粒形状差异不明显导致的。 
2.2  不均匀系数 Cu对初始剪切模量的影响 

与研究平均粒径对初始剪切模量影响的方法类

似，图 5 为不同相对密实度下，不同 Cu的钙质砂 maxG
随有效主应力的变化趋势。对于各个不均匀系数的砂

土，随着相对密实度的增加， maxG 不断增大。同样地，

对于归一化后 max / ( )G f e ，相对密实度对初始剪切模

量的影响被抵消，如图 5（d）～（f）所示。不同 Cu

的钙质砂 max / ( )G f e 如图 6 所示。由图 6 可以看出，

随着 Cu 的增大，钙质砂的初始剪切模量是不断降低

的，这与文献[19]中 Cu对石英砂初始剪切模量的影响

一致，同时也表明不均匀系数对本文中所用钙质砂整

体的颗粒形状影响不显著。

 

图 4 不同平均粒径试样归一化 maxG 均值随应力水平变化趋势 

Fig.4 Normalized maxG  versus average of effective mean stress of samples with various particle sizes 
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图 5 不同不均匀系数试样 maxG 随应力变化趋势 

Fig. 5 maxG versus effective mean stress of sands with various particle-size gradations 

图 6 不均匀系数对归一化 maxG 的影响  

Fig. 6 Effects of particle-size gradation on normalized maxG  

2.3  应力历史对初始剪切模量的影响 

本文通过分析卸载阶段与加载阶段初始剪切模量

之比与超固结比 OCR 之间的关系来探究应力历史对

钙质砂初始剪切模量的影响。OCR 表示的是试样经历

过的最大有效应力值与卸载阶段的应力大小的比值。

图 7（a）为典型的卸载阶段钙质砂初始剪切模量变化

规律。由图 7（a）可知，卸载阶段的 max / ( )G f e 要高

于加载阶段，表明加载阶段对土体结构影响十分显著，

卸载后土体仍继承最大荷载时的土体特性，土体结构

恢复性较差。文献[26]表明，对于钙质砂，由于颗粒

形状不规则，其颗粒互锁效应较石英砂更为显著，使

其土体结构在卸载阶段趋向保持最大荷载时的状态，

因而表现出高于加载阶段的土体刚度和强度。图 7（b）
为典型的卸载和加载阶段 max / ( )G f e 比值（刚度比）

随 OCR 变化的趋势，可以看出，随着 OCR 的增大，

刚度比逐渐增大但增加的速率趋向放缓。另外，GHH，

GHV和 GVH呈现出较为一致的变化规律。 
2.4  修正 Hardin 公式 

对于钙质砂，本文选取式（4）的形式对 Hardin
公式进行修正。对于式（4）中常数项，Payan 等[16]

提出 A 可表示为以不均匀系数 Cu 和颗粒形状参数
为变量的幂函数形式： 

u
c tA kC    ，             (6) 

式中， k ，c，t 为经验常数。本文对颗粒形状未作分

析，因此以 D50代替 对数据点进行拟合，表示为 

u 50
c tA kC D   。             (7) 

首先，由图 4，6 等加载阶段的数据可拟合得到式

（4）中的常数项 A 和 n，分别绘制 A 和 n 与 D50 和

Cu的关系图，如图 8，9 所示。 
由图 8 可以看出，n 数据点较为分散，规律性不

明显。因此，对于式（4）中的 n 取所有数据的均值，

为 0.544。图 9 表明，A 与 D50和 Cu存在较为明显的
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变化规律，首先对 A 与 Cu进行拟合，得到 c，3 个方 
向的 c 接近，取均值，为-0.303。再将 A 用 u

cC 进行归

一化处理，绘制 A/ u
cC 与 D50 的相关关系如图 9（b）

所示，拟合得到 t= 0.13，k=112.13 (VH，HV) 和 138.38 
(HH)。 

图7 (a)卸载阶段 max / (e)G f : 0.63～1 mm, Dr=20%; (b) 卸载阶 
 段与加载阶段 max / (e)G f 比值随超固结比变化趋势： 
0.63～1 mm, Dr =20% 

Fig. 7 (a) max / (e)G f at the unloading stage: 0.63-1 mm, Dr=20%;  

(b) The ratios of max / (e)G f  at the unloading and loading  

stages versus OCR: 0.63～1 mm, Dr =20% 

 

图 8 常数 n 随 D50和 Cu 的变化规律 

Fig. 8 n versus D50 and Cu 

 

图 9 A 与 D50和 Cu 的关系 

Fig. 9 A versus D50 and Cu 

由图 7（b）可知，加卸载阶段的刚度比与 OCR
可由幂函数进行表示： 

/ ( )
OCR

/ ( )
mG f e

h
G f e

卸载

加载

  。        (8) 

由所有工况的拟合结果可知，h 近似为 1，因此在

式（4）中可省略不计。GHH，GHV和 GVH的幂指数 m
十分接近，因此对于不同方向 m 取所有拟合结果的平

均值，并分别将不同工况下的 m 值与相对密实度 Dr

绘制于图 10（a）和（b）。由图 10 可以看出，m 受相

对密实度影响较大，随着相对密实度的增加，m 值不

断减小。由图 10（a）可知，D50对 m 的变化趋势影响

较大，随着 D50 的增加，趋势线向上方平移，表明 m
值是随着 D50的增大而不断增加。另外，图 10（a）中

3 个 D50 的趋势线接近平行，表明其斜率近似相等，

可取三者平均值。3 个 D50 拟合公式的主要差别在于

截距，因此，图 10（c）中给出了截距与 D50的关系，

可以看出，截距随着 D50 的增大而线性增加，进而参

数 m 可表示为相对密实度 Dr和 D50的经验关系： 

r 500.0589 0.04 0.169m D D      。  (9) 
另外，由图 10（b）可知，Cu对 m 值的影响规律不明

显。 
综上，本文中修正的钙质砂初始剪切模量预测公

式可整理为 

r 50

0.544
0.089 0.04 0.1691.2

max
a

OCR D DpG Ae
p

    
  

 
，(10) 

其中，对于 GHH： 



第 2 期                            史金权，等. 钙质砂小应变初始剪切模量试验研究                               331 

 

0.303 0.13
u 50138.38A C D   ，     (11) 

对于 GHV和 GVH： 
0.303 0.13

u 50112.13A C D   。     (12)  
目前，考虑应力历史影响的 Hardin 公式修正研究

较少，本文与 Fioravante 等[26]针对肯尼亚钙质砂提出

的经验公式进行对比，结果如图 11 所示。可以看出，

对于 GHH，GHV和 GVH，Fioravante 等[26]的经验公式预

测值过高，且离散性较大，本文的修正公式对 Gmax

预测更为准确。不同公式预测能力差别主要归因于砂

土物理性质的不同，虽然肯尼亚钙质砂的碳酸钙成分

与本文钙质砂相近，但其颗粒形状更加规则，球度和

圆度更高，导致其对应力的敏感度以及颗粒互锁效应

与本文钙质砂有着较大区别，这也侧面反映出，在实

际工程中，本文提出的 Hardin 修正公式只适用于与当

前钙质砂物理性质相似的砂土，对于物理性质差别较

大的砂土，需另作研究。 

 

图 10 m 与 Dr的关系 

Fig. 10 m versus Dr and D50  

图 11 修正 Hardin 模型预测效果比较 

Fig. 11 Comparison of prediction capability of modified Hardin  

models 

3  结    论 
本文采用多方向弯曲元测试技术，对中东人工岛

礁钙质砂的初始剪切模量 Gmax进行了测定，讨论了砂

样的不均匀系数，平均粒径和应力历史对 Gmax大小的

影响，最后将得到的数据用于修正预测砂土初始剪切

模量的 Hardin 公式。 
（1）钙质砂小应变初始剪切模量各向异性十分显

著，表现为 GHH值大于 GHV和 GVH。 
（2）随着相对密实度的增大，钙质砂 Gmax 随之

增大，但将 Gmax以孔隙比归一化后，由土体相对密实

度产生的 Gmax差异性被抵消。 
（3）随着 D50 的增大，归一化的 Gmax 增大，推

测这一变化趋势的产生是由颗粒形状差异性导致的；

随着颗粒不均匀系数 Cu的增大，钙质砂的初始剪切模

量降低。 
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（4）修正的 Hardin 公式中引入不均匀系数 Cu，

平均粒径 D50和超固结比 OCR，修正后的公式能够更

好地预测本文中使用的钙质砂的初始剪切模量。 
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