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摘  要：利用连续级配土的级配方程，对规范建议的剔除法、相似级配法、等量替代法和混合法缩尺后的级配计算进

行了理论推导，并得出了一个统一的计算方程，同时揭示了该方程的 4 个参数 dmax，b，m 和 C 与原级配方程参数 d0max，

b0 和 m0 之间存在的定量关系。结果表明：4 种方法的新参数 m=m0，剔除法和相似级配法 C=0，剔除法和等量替代法

b=b0× 0
dmaxP /100，等量替代法 C 与 0

dmaxP 和细颗粒含量 P5有关；与规范相比，可以简化级配缩尺计算，特别是对于混合

法，可以先直接确定缩尺后的细颗粒含量 P5，通过一次计算即可得到缩尺后的级配方程，且其参数 b 和 C 都与所确定

的 P5有关；缩尺后的统一方程揭示了各缩尺后的级配参数与原级配参数间的关系，在一定程度上使得定量、系统地研

究缩尺效应成为可能。最后，利用该统一方程对糯扎渡堆石料的 4 种缩尺级配进行了计算演示，本方法与按规范计算

结果基本一致。 
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Unified description for four grading scale methods for coarse aggregate  
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Abstract: A gradation equation is used to describe the four grading scale methods in the Chinese standard, which are exclusion 

method, similar grading method, equivalent substitution method and hybrid method, and a new and unified equation is put 

forward to calculate the gradation after reducing the scale. The relationship between the parameters (dmax, b, m and C) of the 

new equation and those of the old equation (d0max, b0 and m0) is studied and revealed. The results show that the new parameter 

m of the four methods is m=m0, and parameter C of the exclusion method and the similar grading method is C=0, and parameter 
b of the equivalent substitution method and the hybrid method is 0

dmax 0/100b P b  , and the parameter C of the equivalent 

substitution method is decided by 0
dmaxP and P5. This method is simpler than the methods in the Chinese standard; and 

especially for the hybrid method, the fine particle content P5 can be defined firstly. To some extent, the unified equation makes 

it possible to study the reduced scale effects quantitatively and systematically. At the same time, the reduced scale calculation 

of soil gradation for rockfill of Nuozhadu Dam is demonstrated according to this relationship. 

Key words: coarse-grained material; reduced scale calculation; gradation equation; reduced scale effect  

0  引    言 
粗粒料是工程中广泛应用的一种材料，比如在土

石坝填筑、铁路路基处理等方面更是主要的建筑材料。

一直以来，粗粒料力学性质参数的准确性都是工程界

关注的重点，特别是随着大型机械的应用和施工技术

的发展，超径粗粒料的应用已非常普遍，这无疑加大

了试验获取粗粒料特性参数的难度。目前，堆石坝中

使用的粗粒料，最大粒径一般为 600～800 mm，在水

布垭、洪家渡、三板溪等工程中颗粒最大粒径达到了

1200 mm[1]，而室内试验所允许的最大粒径一般为 60 
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mm[2]，因此必然要对粗粒料的现场级配进行缩尺，然

后将缩尺后的级配作为试验用料级配。 
规范[2]推荐的缩尺方法，即剔除法、相似级配法、

等量替代法以及混合法等方法存在两个明显的缺陷：

①根据缩尺规则计算缩尺后各粒组的百分含量时，有

时过程较为繁琐，比如，混合法是相似级配法和等量

替代法的综合运用，为了得到满意的细颗粒含量 P5，

经常需要先选择几组不同的相似级配缩尺比例，然后再

分别经过等量替代法进行试算得到最终的试验级配[3]；

②缩尺后的级配及原级配目前都是用各粒组含量或级

配曲线表示，他们之间在“量值”上的内在联系或差

异很难定量描述，使得粗粒料缩尺效应的研究无法全

面系统地进行。有学者[4-5]利用 Talbot 方程对级配缩尺

方法进行了分形解释，甚至在此基础上提出了新的缩

尺方法[5]，由于 Talbot 方程只能描述双曲线型的级配

曲线，研究范围存在一定的局限性。大多数研究则是针

对于强度[6-7]、最大干密度[8]、渗透性[9-10]和变形特性[11]

等某一个方面，使得成果难成体系，有些结论甚至相

反[12]，比如 Marachi 等[13]认为堆石料内摩擦角 φ 随着

试料最大粒径的减小而增大，而王继庄[14]则认为试样

直径小于 300 mm 时，对强度影响不大。 
鉴于此，笔者将此前提出的一个适用于各种连续

级配土的级配方程[15]应用于级配的缩尺计算之中，可

以弥补上述缺陷。级配方程可表示为 

b
d

db
P m










max)1(

100
  ，        (1) 

式中，d 为级配范围内任意粒径（mm），P 为粒径小

于 d 的颗粒所占百分比（%），dmax为最大粒径（mm），

b 和 m 为参数。 
本文的思路是通过理论推导得到缩尺后级配方程

的新参数 dmax，b，m 与原方程参数之间的关系，然后

直接给出缩尺后的级配方程。这样可以简化级配缩尺

计算，比如对于混合法，可以先直接确定缩尺后的细

颗粒含量 P5，只需通过一次计算即可得到缩尺后的级

配方程。此外，缩尺前后的级配都用方程表示，从而

各级配之间的关系可以通过分析级配方程的参数之间

的关系得到，使得对缩尺效应展开定量的、系统的研

究成为可能，进而为工程运用提供理论依据。 

1  缩尺后的级配方程 
试验规范中推荐了 4 种粗粒料级配缩尺方法，即

剔除法、相似级配法、等量替代法和混合法。本节将

以规范建议的计算方法为基础，推导出缩尺前后级配

方程参数间的关系式。根据级配方程（1），原级配曲

线可以表示为 
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缩尺后的级配曲线可用式（1）表示。 
在式（1）、（2）中，d0max，m0，b0和 dmax，m，b

分别为原级配和缩尺后级配方程的三个参数，d0max和

dmax 分别为原级配及缩尺后级配的最大粒径。其中，

d0max，m0，b0和 dmax为已知参数。以下将通过理论推

导，探究缩尺后参数 b，m 与已知参数之间的关系，

从而得到缩尺后的级配方程。 
对于剔除法和等量替代法的缩尺计算中需要确定

超粒径含量
max

0
dP ，如图 1 所示。显然，

max

0
dP 与缩尺

后的最大粒径 dmax在原方程中对应的百分比
max

0
dP 的关

系为 

max max

0 0100d dP P     ，            (3) 

式中，根据式（2）
max

0
dP 可表示为 

max 0
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图 1 
max

0
dP 示意图 

Fig. 1 Diagram of 
max

0
dP  

对于等量替代法，还需要知道原级配中细颗粒的

含量 P5，根据式（2），P5可以表示为 

05
0 max

0 0
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(1 )
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mP
db b
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由于
max

0
dP 和 P5是根据原级配方程直接求得，在以

下的推导过程中，
max

0
dP 和 P5可以当作是两个已知量。 

1.1  剔除法 

规范中利用剔除法进行缩尺时各粒组含量按照下

列公式计算： 
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式中， iP 为剔除后某粒组含量（%）； 0iP 为原级配

某粒组含量（%）；
max

0
dP 为超粒径颗粒含量（%）。其

中， iP ， 0iP 和
max

0
dP 的示意图如图 2 所示。 

 

图 2 剔除法示意图 

Fig. 2 Diagram of exclusion method 

将式（3）代入式（6）可得 
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为简化计算，此处设定了比例系数 k。 

一方面，将式（4）代入式（7）中
max

0
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d
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 ，简

化后可得 
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不妨令 B
d
d


max

max0 ，代入式（8）可得 
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bkBm


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   。               (9) 

另一方面，小于某粒径 di 的百分含量是由小于

di的各个粒组的含量累加而成，如图 2 所示，在原级

配曲线中表示为 P0，在剔除法缩尺后的级配曲线中

表示为 PT，则 P0和 PT可表示为 
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T

 

 
i

i

i
d d

i
d d

P P

P P




 



  






，

。
            (10) 

将式（10）代入式（7）可得 
T 0P kP   。             (11) 

已知 B
d
d


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max0 ，令 max

i

d
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d
 ，则 0max

i

d
AB

d
 ，式（1）、

（2）可简化为 

0 00
0 0

T

1  
(1 )

1  
(1 )

m m

m

P
b A B b

P
b A b

   


  

，

。

       (12) 

将式（12）代入式（11），简化可得 
0 0

0 0(1 ) (1 ) 0m m mb A B k b A b kb       。 (13) 

将式（9）代入式（13）可得 
0 0

0 0 0m mm mkA kA kbA b A b kb     ( )  。 (14) 

由于 di是任意粒径，则 A 的取值是任意值，式(14)
对于任意 A 都成立，因此方程的常数项和关于 A 的系

数项都为 0，则可得到 b 和 b0、m 和 m0的关系为 
0

0

/  
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综上所述，利用级配方程可以对剔除法作出如下

解释：剔除超径颗粒后，dmax变为缩尺后最大粒径，b
按比例

max

0
dP /100 缩小，m 不变。 

因此，剔除法的级配曲线方程可以表示为 

0

maxmax

T 00
0max0
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m
dd
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1.2  相似级配法 

相似级配法是根据原级配曲线的粒径，分别按照

几何相似条件等比例地将原样粒径缩小至仪器允许的

粒径，缩小后的土样级配应保持不均匀系数和曲率系

数不变。 
如图 3 所示，相似级配法粒径和级配应按照下列

公式计算： 
0

0 max

max
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               (17) 

0X PP    。                (18) 

式中  d0i原级配某粒径（mm）；di为原级配某粒径缩

小 B 倍后的粒径（mm）；B 为粒径缩小系数；d0max原

级配最大粒径（mm）；dmax为试样允许最大粒径（mm）；

P0 为原级配相应的不大于某粒径含量百分数（%）；

PX 为粒径缩小 B 后相应的不大于某粒径含量百分数

（%）。 

 

图 3 相似级配法示意图 

Fig. 3 Diagram of similar grading method 
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从图 3 中可以直观地看出，利用相似级配法缩尺

前后，曲线形态完全一致，即参数 b 和 m 未变，理论

证明如下。 
PX的表达式为 

X

max

100 100
(1 )

(1 )
m m

i

P
b A bdb b

d

 
  

  
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将式（17）代入式（2）可得 

00
0 0)1(

100
bAb

P m 
   。        (20) 

将式（19）、（20）代入式（18）可得 

00
0)1()1( bAbbAb mm    。    (21) 

若将式（21）视为关于 A 的方程，方程在 A 为任

意值时恒成立，则需关于 A 的系数项对应相等，常数

项对应相等，即 
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此外，对于相似级配法缩尺后的级配曲线上任意

粒径 di，根据式（19）可以表示为 
1

max
(1 )

100
m

i
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    

  。     (23) 

将式（23）代入缩尺后级配的不均匀系数 Cu和曲

率系数 Cc定义式，可得 
1
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2
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由式（24）可知，级配的不均匀系数 Cu和曲率系

数 Cc都只与参数 b 和 m 有关，式（23）显示相似级

配法缩尺前后的参数 b 和 m 保持不变，即 Cu和 Cc保

持不变，符合规范要求。 
因此，相似级配法的级配方程可以表示为 
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1.3  等量替代法 

等量替代法是将超径料用粗粒料（5～60 mm）代

替，如图 4 所示，目的是通过控制细料含量来使缩尺

料的力学性质最大程度上与原级配料保持一致。 
规范中各粒组含量的计算关系式为 
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5
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5
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式中，P>5为定值，在确定了缩尺后的最大粒径之后，

max

0
dP 也为定值，则
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5
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5 d

P
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为定值，不妨令
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，式（26）简化为 

ii PsP 0   ，             (27) 

其中，s 的表达式可以表示为 
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图 4 等量替代法示意图 

Fig. 4 Diagram of equivalent substitution method 

小于某粒径 di 的百分含量是由小于 di 的各个粒

组的含量累加而成，如图 5 所示，在原级配曲线中表

示为 P0，等量替代法缩尺后的级配曲线表示为 PD，

则 P0和 PD可表示为 

i

i

0 0 5
5

D 5
5
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将式（29）代入式（27）可得 

D 5 0 5P P s P P- ( - )  。          (30) 

将式（30）变形可得 

D 0 5(1 )P sP s P     ，           (31) 
式中，P0是以 d0max，b0，m0为参数的方程曲线，由剔

除法中的推导过程可知，P0 可以表示成 T 0P kP 的形

式，其中， TP 为以 dmax，b0/k，m0为参数的方程曲线。 
将式（11）代入式（31）可得 

 D T 51sP P s P
k

     。        (32) 

以下从数学曲线变换的角度来分析等量替代曲线

PD 的得到过程，如图 5 所示：原级配曲线 P0 经过剔

除法缩尺可以得到剔除法的级配曲线 PT，将 PT 横坐

标不变，纵坐标扩大 s/k，得到过渡曲线 P'，再将 P'
向下平移(1-s)P5 个单位得到等量替代缩尺曲线 PD。

从式（30）可以看出，当原级配中 P5=0，则 s=k，PD=PT，

即原级配中颗粒粒径都大于 5 mm 时，剔除法和等量
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替代法是相同的。可见，剔除法本质上是等量替代法

的一种特例。 

 

图 5 等量替代法与剔除法的变换关系 

Fig. 5 Relationship between equivalent substitution method and  

.exclusion method 

进一步，对于式（32），当粒径为缩尺后的最大粒

径 dmax 时，PT=100，且 PD=100，如图 5 所示。则式

（32）中系数项 s/k 和常数项(1-s)P5存在如下关系： 

5100 1 100s s P
k

   ( )   。     (33) 

设(1-s)P5=C，则 s/k=(100-C)/100，将式（28）代

入(1-s)P5=C 可得 

max

max

0

50
5

100d

d

P
C P

P P


 


  。         (34) 

因此，式（32）可表示为 

D T
100

100
CP P C

    。        (35) 

将式（16）代入式（35）可得 

0

max max

D 0 0
0 0max

100

1
100 100

m
d d

CP C
P b P bd

d


 
        

 。 (36) 

值得注意的是，等量替代法缩尺之后的细颗粒含

量 P5及其组成都与原级配相同，因此，式（36）表示

的范围在 d≥5 mm；在 d<5 mm 时，级配曲线用式（2）
表示。综合可得，等量替代法的级配方程可以表示为 

0

max max

0 0
0 0max

D

0

100   ( 5 mm)
1

100 100

                                       ( 5 mm)

m
d d

C C d
P b P bd

P d

P d

           
 

≥

， 

(37) 

max

max

0

50
5

100d

d

P
C P

P P


 


式中， 。 

1.4  混合法 

从本质上讲，混合法是等量替代法的延伸，如图

6 所示，先将原级配曲线 P0经过相似级配法缩尺成为

过渡曲线 PG，使得 PG 上的细颗粒含量 P5k 满足规范

控制要求，然后再对 PG 进行等量替代法缩尺。因此

要求得混合法缩尺之后的曲线方程 PH，需要先求出

PG的方程。 
PG 是由 P0 经过相似级配法缩尺得到，则方程 3

个参数中的两个可确定为 b0，m0，唯一待定参数为最

大粒径，设其为 dmax1，则 PG的方程可表示为 

0G

max1
0 0

100

(1 )
mP

db b
d


   
 

  。     (38) 

由于曲线 PG经过点(5，P5k)，代入式（38）可得 

05k
max1

0 0

100

(1 )
5

mP
db b


   
 

  。     (39) 

式（39）化简之后可得 dmax1的表达式为 

0

1

5 0
max1

5k 0

100
5

(1 )

m
kP b

d
P b

 
    

  。       (40) 

 

图 6 混合法示意图 

Fig. 6 Diagram of hybrid method 

混合法的曲线 PH是在 PG的基础上进行等量替代

法缩尺而得到，因此，等量替代法中用到的最大粒径

在原方程中对应的百分比实际上是 d=dmax时对应在过

渡曲线 PG的百分比，此处用
max

1
dP 表示，如图 6 所示，

其表达式为 

max 0

1

max1
0 0

max

100

(1 )
d mP

db b
d


 

  
 

  。  (41) 

由式（39）、（41）可知，若确定了缩尺后的细颗

粒的最终含量 P5k，则 dmax1随之确定，
max

1
dP 也能确定，

因此 P5k和 max

1
dP 可以当作已知参数计算 C 的值，则混

合法的级配曲线方程可以表示为 
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0

max max

0

1 1
0 0max

H

max1
0 0

100   ( 5 mm)
1

100 100

100                                ( 5 mm)
(1 )

m
d d

m

C C d
P b P bd

d
P

d
db b

d

            
        

   ≥

， 

(42) 

max

max

1

5k1
5k

100d

d

P
C P

P P


 


式中， 。 

1.5  讨论 

综合可得，4 种方法缩尺后的级配方程可以统一

到一个公式之中，即 

C
b

d
db

CP m 












max)1(

100   。    (43) 

式中，缩尺后的最大粒径 dmax 实际上是已知量，则

统一方程中有 3 个待定参数，即 b，m 和 C。其中，

对于剔除法和相似级配法，C=0。以下用表 1 给出 4
种方法的参数。 

表 1 4 种方法缩尺后的方程参数 

Table 1 Parameters of four grading scale methods  
方法 b m C 

原级配 b0 m0 0 

剔除法 max

0

0100
dP

b  m0 0 

相似级配法 b0 m0 0 

等量替代法 max

0

0100
dP

b  m0 
max

max

0

50
5

100d

d

P
P

P P





 

混合法 max

1

0100
dP

b  m0 
max

max

1

51
5

100d
k

d k

P
P

P P





 

由表 1 可知，4 种方法缩尺后的方程参数中，m
都与原参数 m0相同，因此计算中只需确定 b 和 C 两

个参数即可。对于选定的某种缩尺方法，根据给定的

最大粒径 dmax，就能求得对应的一组 b 和 C，从而确

定缩尺后的级配方程，使得计算简洁明了。 
进一步地，原级配和剔除法、相似级配法缩尺后

的级配用式（43）表示时，C=0，即剔除法、相似级

配法缩尺后的级配依然满足式（1）的形式；但等量替

代法和混合法缩尺后的级配，C≠0，即不满足式（1）
的形式。可见，式（43）是式（1）的一种变式，可视

为是比式（1）更为广义的级配方程，但在大多数情况

下，土的级配用式（1）表示即可满足。 
式（1）的广泛适用性在文献[15]中已有证实，比

如图 7 中的双江口堆石料[8]、糯扎渡堆石料[6]和两河

口堆石料[7]等，原级配曲线与式（1）拟合得到的方程

所绘制的曲线基本重合，因此可利用表 1 进行缩尺计

算。同时，可能会出现某些粗粒料的原级配并不完全

符合式（1）的情况，此时，利用该方法进行缩尺计算

则可能会使得表 1 计算值与规范计算值之间存在误

差，不建议使用该方法进行缩尺计算。 
总之，该方法为缩尺前后的级配曲线确定了一个

统一形式的方程式（43），并明确给出了缩尺后级配的

参数与原方程参数间的关系。因此，利用表 1 进行缩

尺计算是本方法的应用之一，而更主要的是希望通过

大量的试验，研究粗粒料的强度、变形等性质与方程

参数间的关系。比如，研究黏聚力 c、内摩擦角 φ 随

dmax，b，m 和 C 变化的定量关系，可表示成 c= fc(dmax，

b，m，C)、 max( )f d b m C  ， ， ， 等形式。缩尺之后

的参数发生了变化，通过该定量关系，即可获知 c 或
在缩尺之后的变化值。可见，本方法为定量研究缩尺

效应提供了一条可行的思路。 

 

图 7 级配满足级配方程的堆石料举例 

Fig. 7 Example of gradation curves of rockfill 

2  举例计算 
以糯扎渡堆石料[6]的缩尺计算为例，经拟合计算

（拟合计算方法已另文介绍[15]）得到原级配最大粒径

d0max=800 mm，b0=0.236，m0=0.508，缩尺后的最大粒

径 dmax=60 mm，则对于剔除法、相似级配法和等量替

代法可以求出
max

0
dP =32.5%，细颗粒含量 P5=9.7%。根

据表 1 给出的参数计算公式，剔除法的参数

b=
max

0
dP /100×b0=0.077，m=m0，C=0；相似级配法参数

b=b0，m=m0，C=0；等量替代法中 b 与剔除法相同，

b=0.077，C=(
max

0
dP -100)/(

max

0
dP -P5)×P5= -26.8。3 种方

法缩尺之后的级配方程为 

T 0.508

100
60(1 0.077) 0.077

P

d


   
 

  ，  (44) 

X 0.508

100
60(1 0.236) 0.236

P

d


   
 

  ，  (45) 
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D 0.508

1001.268 26.8
60(1 0.077) 0.077

P

d

  
   
 

。(46) 

需要注意的是，式（46）表示的是等量替代法在

d≥5 mm 时的曲线，d<5 mm 的部分与原级配曲线重

合，因此不再赘述。 
对于混合法，根据相关规范先确定缩尺之后的细

颗粒含量 P5k=20%，则根据式（40）可求出经相似级

配法缩尺后的过渡最大粒径为 dmax1=184 mm，根据式

（41）可求得 %5.321
max dP ，则由表 1 的计算公式可

得：b=0.149，m=m0，C=-17.2，因此混合法缩尺之后

的级配方程为 

0.508

H

0.508

1001.172 17.2   5 mm)
60(1 0.149) 0.149

100 5 mm)
184(1 0.236) 0.236

d

d
P

d

d

  
       

 
     

 

( ≥

。

           (

(47) 
根据方程（44）～（47）绘制出 4 种方法缩尺之

后的级配曲线，如图 8 所示。 

 

图 8 糯扎渡堆石料缩尺计算 

Fig. 8 Reduced scale calculation of Nuozhadu Dam rockfill 

图 8 中散点表示的是根据规范计算的各粒组含

量，曲线则是根据式（43）直接得出的缩尺后的级配

曲线，可以看出两种方法的结果基本重合。可见，本

文提出的级配缩尺计算方法具有可靠性。 

3  结    论 
本文利用连续级配土的级配方程，对剔除法、相

似级配法、等量替代法和混合法等四种级配缩尺方法

缩尺后的级配提出了一种新的计算方法，得出 3 点结

论。 
（1）规范中建议的 4 种方法缩尺后的级配曲线可

以用一个统一形式的方程进行表示，该方程的新参数

dmax，b，m，C 与原级配方程参数之间存在定量关系，

若已知原级配曲线方程的参数，缩尺后的级配方程即

可随之确定。 
（2）与规范相比，本方法可以简化级配缩尺计算，

特别是对于混合法，只要确定缩尺后的细颗粒含量

P5，通过一次计算即可得到缩尺后的级配方程。 
（3）各缩尺级配及原级配的统一方程中，参数之

间的联系实际上表达了各级配之间的内在联系。从而，

在一定程度上使得定量、系统地研究缩尺效应成为可

能。比如，研究黏聚力 c、内摩擦角 φ 随 dmax，b，m
和 C 变化的定量关系，可表示成 c=fc(dmax，b，m，C)，

max( )f d b m C  ， ， ， 等形式，根据该定量关系可直

接确定 c 和 φ 值因为级配缩尺而产生的变化量，并为

选用合适的缩尺级配使得其强度指标与原级配指标相

等成为可能，相关工作有待进一步展开。 
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