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波散射问题求解中消除多次透射公式漂移失稳的 
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摘  要：在采用多次透射公式求解结构－地基体系地震反应等波散射问题时，其稳定性是人们所关注和研究的重要方

面。针对其漂移失稳机制的研究表明，在将总波场分离为入射波场和散射波场从而实现波动输入和多次透射边界条件

施加的过程中，采用连续介质解析解给出的入射波场与计算中的实际入射波场存在较大差别，会导致漂移失稳现象的

出现。基于此，提出了一种直观的改进措施，即利用多次透射边界建立边界计算区，从而获得入射波离散数值解，并

应用于波动的输入过程。数值实验验证了该措施可以有效地消除计算中的漂移失稳现象，给出更为合理的计算结果。 
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Abstract: Using the multi-transmitting boundary formula to solve scattering problems such as seismic response analysis of 

soil–structure interactive system, and instability of the multi-transmitting boundary formula is an important aspect which is 

needed to be studied and focused on. The studies on the drift instability mechanism of multi-transmitting boundary formula 

show that when the total wave field is separated into incident wave field and scattered wave field for wave motion input and 

applying the multi-transmitting boundary condition, there is difference of incident wave field between the analytical solution in 

continuous medium and the real one in discrete grids, which may result in drift instability. For this problem, an improvement 

measure is proposed, that is , the numerical solution of incident wave is obtained by establishing the computation model for the 

boundary region with the multi-transmitting boundary formula, which is used in wave motion input process. The numerical 

experiments show that the proposed measure can effectively eliminate the drift instability in the calculation and give more 

reasonable results. 
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0  引    言 
在采用直接法开展结构地震反应分析时，需要设

定边界条件来模拟土体无限域。多次透射人工边界

（MTF）[1]作为一种具有普适性强，易于实现等优点

的局部人工边界条件，得到了广泛地关注和应用，同

时，其稳定性问题成为了人们研究的重点[2-13]。 
高频振荡和低频漂移是计算过程中可能出现的两

种失稳现象。研究表明[2]，MTF 无法阻止波动中的零

频成分进入计算区域，因此，计算中存在漂移失稳的

可能性；在模拟结构－地基体系地震反应这类波散射

问题时，入射波场采用连续介质解析解值时，计算入

射波场与离散模型中实际入射波场之间的差别可能导

致低频漂移失稳[3]。为了消除和抑制计算过程中漂移
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失稳现象的出现，研究人员给出了一些措施，文献[3]
建议采用降低透射阶数的方式以达到稳定计算的目

的，文献[4]提出在边界条件中人为引入修正因子，文

献[5]则提出了在边界施加黏弹性组件来抑制低频失

稳的思路。 
无论是在人工边界中引入修正因子，还是施加黏

弹性组件，其参数尚需通过经验试算来确定以减小对

人们关心的计算结果的影响[6]，而降低透射阶数的方

式则以降低人工边界计算精度为代价。文献[3]指出了

入射波场的有限元离散解与连续介质理论解之间存在

一定的差值，即离散化误差波场是导致低频漂移失稳

的主要诱因，而利用有限元法结合 MTF 模拟工程结

构的地震反应[14-15]时，不可避免地会遇到入射波场的

求解问题。基于此，本文尝试提出一种直观的改进措

施，即通过建立波动输入边界区的简单模型获得入射

波场的数值解，应用于地震波动输入过程的波场分离，

数值试验验证了这种方式可以有效地消除和抑制漂移

失稳。 

1  透射边界漂移失稳机制 
透射边界的基本思想是直接模拟外行波射出边界

的过程[15]。多次透射人工边界公式（MTF）通过与边

界点相邻的内部点的现在时刻以及前几个时刻的运动

给出边界点在下一时刻的运动量： 
1 11
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其中， uj
p代表计算区域内与边界相距 jca处在时刻 pΔt

的位移，Cj
N是 N 个数中选取 j 个数的组合数，N 代表

透射阶数，j，p 均为整数。将传递因子 n
mB ： 
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引入式（1），MTF 可表示为 
0 1 1
0 1 0( ) 0N pB B u     。            (3) 

对于弹性波动而言，满足内域的波动传播形式可表述

为 
0
0( ) ( ) exp(i )p

ju u p t ikj x        。   (4) 

按照 GKS 准则可知，计算中不出现漂移失稳的充

分条件是：任何满足内域内行波动解，不同时满足边

界条件。因此，将式（4）代入式（3）可得到代表该

条件的不等式： 
(1 exp(i )) 0Nt k x       。      (5) 

容易看出，波动中零频成分不满足该不等式，即零频

成分可以从边界条件进入计算内域，从而引起漂移失

稳。 
另一方面，在采用透射边界模拟包括结构地震反

应等散射问题时，漂移失稳的可能性还来源于波动输

入过程中入射波的误差。为了利用透射边界模拟散射

波场，需要将总波场分离为入射波场和散射波场： 
I PU U U    ，             (6) 

IC PCU U U    ，            (7) 

式中，U ， IU ， PU ， ICU 和 PCU 分别为总波场，真实

的入射波场和散射波场以及计算中采用的入射波场和

散射波场，然后，利用透射边界模拟散射波射出边界

的过程，最后，将入射波与散射波求和获得总波场。

当采用波动在连续介质解析解作为已知的入射波场

时，理论解与网格中真实的入射波场之间是存在误差

的： 
I ICU U U     ，             (8) 

将式（8）代入式（6）和式（7）可以得到 
PC PU U U     。            (9) 

即计算的散射波场中除了包含真实的散射波场 pU 以

外，还包含了由入射波引入的误差波场 U 。而在计

算模型存在如瑞利阻尼等阻尼时，容易判断误差波场

存在以下情况： 
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将式（10），式（11）代入式（1）可以得到 
1

0 0
p pu u ＞   。               (12) 

可见透射边界会使由入射误差波引入的漂移失稳

趋势继续，并随着透射边界阶数的增加而更为显著。 

2  波动输入改进措施 
基于上文对采用透射边界模拟结构地震响应时失

稳机制的分析，笔者尝试通过获得实际的入射波场，

改进计算过程中波动输入方式，从而抑制和消除低频

漂移失稳。  
在利用透射边界求解如图 1 所示的场地地震反应

等散射问题时，需要采用波场分离技术实现波动输入。

以二维为例，人工边界区包括为左侧人工边界区、右

侧人工边界区和底部人工边界区，地震波由左下侧传

入计算区域时，对于各边界区： 
（1）左侧人工边界区 
考虑到地震波由左下侧进入计算区，左侧边界区

内的总波场由入射波场和散射波场组成。入射波场包

括两部分：一部分是从人工边界左下侧射入计算区的

入射波，另一部分是由左侧自由表面经反射后射入计

算区的反射波。 
（2）底部人工边界区 
底部人工边界计算区的波场也可以分离为入射波

场和散射波场，入射波即为从人工边界底侧射入计算
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区的波动。 
（3）右侧人工边界区 
右侧边界区内波动均为散射波。 
基于上述波场分离方法，在左边界区和底边界区

内入射波已知的前提条件下，实现波场输入的步骤为：

①假定已知时刻 p 及之前时刻的总波场和入射波场，

即相应时刻的散射波场亦已知；②基于已知时刻 p 及

之前时刻的散射波场，利用 MTF 可以得到 p+1 时刻

的散射波场在边界上的值；③整个计算区域内除边界

以外的下一时刻 p+1 的总波场可以由递推公式获得，

对于边界上的节点，将获得的 p+1 时刻散射波与已知

p+1 时刻的入射波相加，可以得到总波场。 

 

图 1 二维场地地震反应分析模型示意图 

Fig. 1 Two-dimensional site response analysis model 

上述计算步骤中，需要已知入射波场，常见的方

法是采用连续介质中的解析解，其与离散计算中入射

波场的差值会导致漂移失稳的产生。针对这个问题，

下文给出了改进措施，尝试在计算中采用网格中的实

际计算入射波，以达到抑制和消除漂移失稳的目的，

具体方法如下。 
（1）左侧边界区 
左侧边界区内入射波包括两部分：①由左下侧直

接入射的波动，②由自由地表反射进入的入射波。针

对这两部分入射波，分别建立如图 2 所示的计算模

型，首先划分一定大小的左侧人工边界区，对于直接

进入的入射波，由于已知左侧边界和底边界的入射波

以及入射角，将上部边界和右侧边界采用透射边界模

拟，获得该部分入射波的实际计算数值；对于经地表

反射进入的入射波，采用同样的方法，将底边界和右

边界设为透射边界，通过计算获得该部分入射波的实

际值。两者叠加就可以得到左侧人工边界区的入射波

场。 
（2）底部边界区 
同样，建立如图 3 所示计算模型，可以获得从左

下侧射入计算区的底部人工边界区内入射波场。 

需要特殊指出的是，对于 P 波和SV 波入射，可

以采用同样的思路获得入射波场。 

 

图 2 左侧边界区入射波场求解示意图 

Fig. 2 Solution of incident wave field in left boundary region 

 

图 3 底部边界区入射波场求解示意图 

Fig. 3 Solution of incident wave field in bottom boundary region 

3  算    例 
选取分别代表二维均匀水平地形，梯形地形，凸

形地形，复杂凹陷地形的 4 个场地为算例，采用波动

显式有限元法结合多次透射公式（MTF）模拟其地震

响应，SH 波位移脉冲由场地左下侧入射，其位移时

程曲线如图 4 所示，在计算过程中均采用二阶局部人

工透射边界。 

 

图 4 SH 入射波位移时程 

Fig. 4 Time history of displacement of SH wave 

3.1  算例一 

建立如图 5 所示的二维均匀水平地表场地模型，

其整体几何尺寸为 Lx=19 m，Ly=100 m，采用边长为 2 
m 的单元进行空间离散，介质的剪切波速 Cs=2100 
m/s，阻尼采用质量系数为 0，刚度系数 =0.001 的瑞

利阻尼，时间离散步距 Δt=0.0002 s，SH 波以 =45°
的角度入射，透射边界人工波速为 2970 m/s。图 6 中
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分别为节点 A，B，C 和 D 的位移时程，其中实线和

虚线分别为入射波场采用解析解和本文给出的改进措

施的结果。对比计算结果可知，本文给出的方法能够

抑制和消除漂移失稳，给出更为合理的计算结果，尤

其是在人工边界区附近。 

 

图 5 二维均匀水平地表场地计算模型示意图 

Fig. 5 Model of two-dimensional uniform horizontal surface site 

 

 

 

 

图 6 节点 A，B，C 和 D 的位移时程 

Fig. 6 Time histories of displacement at points A, B, C and D  

3.2  算例二 

建立如图 7 所示的二维梯形地形场地计算模型，

整体大小为 Lx=260 m，Ly=100 m，左下侧入射的 SH
波角度 ，单元尺寸，时间离散步距，土体剪切波速，

阻尼以及人工波速与算例一相同。通过计算获得节点

A，B，C 和 D 的位移时程如图 8 所示，其中实线和虚

线分别为入射波场采用解析解和本文给出的改进措施

的结果。明显可以看出，本文给出的措施起到了抑制

和消除低频漂移失稳现象的作用。 

 

图 7二维梯形地形场地计算模型示意图 

Fig. 7 Model of two-dimensional trapezoidal site 
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图 8节点 A，B，C 和 D 的位移时程 

Fig. 8 Time histories of displacement at points A, B, C and D  

3.3  算例三 

建立如图 9 所示的二维凸形场地计算模型，模型

尺寸为 Lx=380 m，Ly=200 m，其它参数与算例二相同。

图 10 中是节点 A，B，C 和 D 的位移时程，容易看出， 

 
图 9 二维凸形场地计算模型示意图 

Fig. 9 Model of two dimensional convex topography site 

 

 

 

 

图 10 节点 A，B，C 和 D 的位移时程 

Fig. 10 Time histories of displacement at points A, B, C and D 

复杂场地相对于简单或变化不大的场地而言，数值计

算过程中漂移失稳现象更为明显，而采用本文给出的

改进波动输入法可以抑制和消除漂移失稳，获得较为

理想的计算结果。 
3.4  算例四 

建立如图 11 所示二维凹陷地形场地计算模型，整
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体空间尺寸为 Lx=950 m，Ly=200 m，其余参数取值与

上例相同。通过计算得到节点 A，B，C 和 D 的位移

时程如图 12 所示。可以看出，采用计算获得的入射波

场，大大减小了计算中采用的入射波场与实际入射波

场间的误差，明显地抑制和消除了计算中的低频漂移

失稳现象。 

 
图 11 二维凹陷地形场地计算模型示意图 

Fig. 11 Model of two-dimensional canyon topography site 

 

图 12 节点 A，B，C 和 D 的位移时程 

Fig. 12 Time histories of displacement at points A, B, C and D 

 

4  结    语 
在采用透射边界模拟工程结构地震响应等散射问

题时，常采用连续介质解析解作为入射波场，其与网

格中实际入射波场之间的差别会导致低频漂移失稳，

容易想见，低频失稳在复杂场地条件下更为明显。为

了消除漂移失稳，本文给出了一种改进措施，即在波

动的输入过程中，入射波不再采用解析解而是采用离

散数值解，从而减小计算入射波场与实际入射波场的

误差，达到稳定计算的目的，并通过数值试验验证了

其有效性。关于本文给出的措施消除漂移失稳的机制

将另文进行详细探讨。 
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