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摘  要：结合研究团队多年的研究积累，分别从砂土与饱和软黏土两个方面阐述了在土体

失稳与承载特性分析方法方面的理论研究成果。排水条件下密砂在到达峰值强度前可能

会出现应变局部化失稳，而饱和松砂则可能出现分散性失稳；建立了基于三维非共轴塑

性理论的变形分叉分析方法，分析了砂土平面应变试验和真三轴试验的应变局部化现象，

进一步分析了各向异性砂土的强度特性和应变局部化现象，以及砂土的状态相关特性对

应变局部化的影响；建立了基于状态相关本构模型的砂土应变局部化失稳弹塑性有限元

分析方法，探讨了复合体理论和非局部塑性理论在消除有限元网格依赖性问题方面的可

行性；建立了基于二阶功准则和状态相关本构模型的饱和砂土分散性失稳数值分析方法。

提出了基于临界状态理论的饱和软黏土各向异性不排水强度理论公式，以及基于循环累

积塑性应变的强度弱化公式，形成了适合低渗透性饱和软黏土的弹塑性静动力有限元分

析方法；建立了非均质与各向异性软黏土地基稳定性问题的极限分析上限方法，进一步

提出了不排水地基承载特性的虚拟加载上限分析方法，形成了分析地基承载特性循环弱

化的弹塑性有限元法和虚拟加载上限法。所建立的分析方法将为砂土与饱和软黏土地基稳定性和承载特性的理论预测

提供重要的技术手段。 
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Analysis methods for stability and bearing capacity of soils 
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Abstract: By summarizing years of theoretical research achievements gained by the author and his research team members, the 

analysis methods to study the instability and behaviors capacity of soils were concluded from two aspects, sands and saturated 

soft clays, respectively. Under drained loading conditions, the deformation of dense sand may accompany with strain 

localization before reaching the plastic limit, but that of saturated loose sand may accompany with diffusive instability. The 

phenomenon of strain localization in plane strain tests and true triaxial tests of sands was studied by the bifurcation analysis 

based on the three-dimensional non-coaxial plasticity theory. Further, the strength properties and strain localization of 

anisotropic sands were analyzed, including the strain localization analysis using a state-dependent constitutive model for sands. 

In addition, the feasibility to overcome the mesh-size dependence problems with the homogenization procedure and the 

non-local regularization was explored in the finite element analysis. By using the state-dependent constitutive model, the 

elasto-plastic finite element procedure accounting for the strain localization of drained sands and diffusive instability of 

saturated sands was proposed. For the saturated soft clays, a simplified formula for calculating their anisotropic undrained shear 

strength was put forward based on the critical state theory, and the undrained shear strength degradation was also predicted 

according to the plastic strain accumulated during cyclic loading. Additionally, a rational static and dynamic finite element 

analysis method for analyzing the saturated soft clays with low 

permeability was proposed, which effectively solves the 

problem caused by the incompressible condition. The upper
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 bound limit analysis theory was applied in analyzing foundation stability problems considering the strength nonhomogeneity 

and anisotropy of saturated soft clays. Furthermore, the fictitious loading upper bound limit analysis approach for undrained 

soft clay, through which the ultimate bearing capacity and load-displacement relationship can be obtained simultaneously, was 

also proposed. Besides, the elasto-plastic finite element method and fictitious loading upper bound limit analysis approach, 

which are capable of analyzing the degradation of the ultimate bearing capacity, were formed. The established analysis methods 

will serve as important means in estimating the ground stability and bearing behaviors of both the sands and saturated soft clays.

Key words: sand; saturated soft clay; soil stability; bearing capacity; analysis method 

0  引    言 
地基承载力和土坡稳定是岩土工程中土体稳定性

的两个常见问题，许多学者开展了大量的研究工作。

这两类问题通常采用简单实用的极限平衡法，而极限

平衡法是假设破坏面上土体同时达到极限强度，但这

对于具有应变软化特性的密砂、超固结黏土和结构性

黏土是不适合的，现有的计算分析方法无疑需要进一

步的改进，对于这些传统的土体承载特性和稳定性问

题需要更为合理的分析方法。实际工程中除了上述两

个问题以外，还常常遇到一些更为复杂的土体承载特

性和稳定性问题。中国沿海地区广泛分布着饱和软弱

土，地下空间工程建设规模庞大，软土地下工程开挖

引起的失效事故时有发生，诸如软土地基基坑抗隆起

稳定性和隧道开挖面稳定性及其失稳破坏模式是工程

界十分关注的。另外锚板广泛应用于输电线塔、海洋

浮式结构、边坡挡土墙等，对于实际工程中广泛应用

的螺旋锚、埋置管线和抗拔基础等抗拔承载力问题，

也可以间接地简化为锚板的力学模型。为了应对日益

增加的能源需求和开发洁净的再生能源，海上风电开

发进入了一个大发展阶段，大直径钢管桩被大量采用

作为海洋风电基础型式。由于受风荷载、波浪荷载和

风机机组工作荷载等的长期作用，大直径钢管桩的水

平承载特性以及长期循环荷载作用下的承载力衰减规

律是必须要解决的关键技术难题。 
涉及岩土工程土体稳定性的分析方法主要有极限

平衡法、极限分析法、滑移线法和弹塑性数值方法。

虽然极限平衡法在工程实践中得到了广泛的应用，在

理论研究方面也取得显著的进展[1-5]，尽管有少量问题

可以得到精确解，但绝大多数问题并不清楚所得到的

解是偏安全还是偏不安全。滑移线法根据边界条件对

土体微分极限平衡方程求解，由于未考虑机动条件，

常被认为是可能的下限解，也只能求出简单受力和几

何边界条件下极限荷载解析解，当然有限差分滑移线

法的引入可以扩大滑移线法的应用范围以及提高计算

精度[6]。 
弹塑性数值分析方法[7]虽然从理论严格性程度上

要高于其它几种方法，且无论在工程应用和设计规范

中都有一定的地位，但其面临着非线性迭代收敛性、

离散网格依赖性、土体本构模型以及庞大计算工作量

等问题，这些问题无疑严重制约了弹塑性数值方法在

工程中的应用，尤其是在土体承载特性和稳定性方面

的应用。从理论上来说，极限分析法[8]比极限平衡法

和滑移线法都要严格，但不如弹塑性数值方法，然而

在工程应用方面却远远不如极限平衡法和弹塑性数值

方法。究其原因主要是由于塑性力学上下限定理的严

格性，要构造一个合理但又相对简单的静力许可解析

应力场或运动许可解析速度场是十分不容易的。随着

计算机软硬件技术的飞速发展，应用数值方法求解上

下限解问题已成为十分活跃的领域，取得显著进展的

极限分析数值方法包括极限分析有限元方法[9]和多块

体上限法[10-12]。就上限法而言，尽管这两种引入数值

技术的方法在运动许可速度场的构造方面已有很大的

改进，而且精度很高；但从工程实践来说，数值实现

编程还是过于复杂，另外这两种极限分析方法也无法

得到土体承载问题的荷载位移曲线。弹塑性数值方法

虽然能够得到失稳前的变形和应力，包括土体承载问

题的荷载位移曲线，但要得到合理的极限承载力（相

比于极限分析法而言）往往需要特殊的有限元单元技

术和改进的非线性迭代技术。而对于诸如土坡稳定分

析等重力场问题，还需要结合强度折减技术[13-15]。 
在土体稳定与承载特性分析中，合理考虑土体的

基本力学特性是至关重要的，比如在所有极限类分析

方法中至少需要土体的强度，如何合理考虑真三维状

态下土体的强度、强度的各向异性以及循环荷载作用

下土体强度的弱化等是必须要回答的问题。为了合理

获得失稳前的应力和变形以及失稳时的极限值，比如

土体承载力问题的荷载位移曲线和极限承载力，需要

采用合理但又不是太复杂的本构模型。对于砂土问题，

需要进一步考虑砂土的剪胀性、各向异性、应变局部

化甚至非共轴现象，这些复杂现象的考虑对有限单元

法提出了更高的要求，需要建立有效的土体应变局部

化失稳的有限元分析方法。对于饱和软黏土问题，可

以用总应力分析方法或基于Biot固结理论的有效应力

分析方法，土体的特性需要进一步考虑黏土强度的非
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均质特性和各向异性、循环加载特性等现象，也涉及

到饱和多孔介质有限元方法的改进。 
在不排水饱和软黏土地基稳定的极限分析法中，

土体的强度非均质和各向异性可以在解析机构中得到

考虑，但选择合理的解析机构是必要的条件。研究表

明，摩擦块与剪流区相结合的解析机构往往能够得到

比较合理的结果，而纯摩擦块或纯剪流的解析机构一

般难以得到满意的极限值，当然纯摩擦机构可以通过

上限有限元法或多块体上限法来大大提高精度，但正

如前面提到的，这两种方法往往需要复杂的计算机编

程。纯剪流机构可以利用所分析问题的弹性力学解析

解来构造，但解析解往往不是容易得到的，而容易用

商业化有限元程序计算得到的弹性力学解为纯剪流机

构的实用化提供了一条可能的途径。同时研究表明基

于纯剪流机构的虚拟加载上限分析方法还可以为不排

水饱和软黏土地基的分析提供可靠的荷载位移曲线，

并可以推广应用于循环加载问题中。 
本文结合笔者研究团队多年来在土体稳定与承载

特性分析方法方面的研究积累，分别针对砂土与饱和

软黏土，对土体稳定与承载特性分析中所涉及的弹塑

性有限元分析方法和极限分析上限方法进行了总结评

价，介绍了最新的研究进展，尤其强调了土体的基本

力学特性和本构模型在这些分析方法中的应用，以及

极限分析上限法与弹塑性数值方法的对比。 

1  砂土失稳机理与承载特性 
1.1  真三维应力状态下砂土的应变局部化 

引起土体失稳的变形局部化现象，普遍存在于边

坡、堤坝、地基、锚板和挡土墙等岩土工程领域。室

内试验中可以清楚地观察到，土样在剪切过程中伴随

着变形局部化现象并最终表现为宏观的剪切带。有关

变形分叉现象的研究自 20 世纪 70 年代，一直是岩土

力学的焦点问题。研究内容集中在两个方面：①土体

变形局部化的产生条件，也是变形局部化的基本问题。

②土体失稳后的应力应变反应，本质上可归结于模拟

软化现象的边值问题。 
（1）土体分叉的应变局部化理论 
目前土体应变局部化的理论体系主要建立在

Hill[16]判别材料失稳的基本框架上。Rudnicki 等[17]提

出了确定单相固体介质的应变局部化准则。土体应变

局部化最常见的现象就是宏观剪切带的出现，剪切带

通常描述为一个有一定宽度的带状应变集中区域，区

域内外变形场是连续，但是变形率是不连续的，速度

场通过剪切带发生跳跃，并认为该跳跃速度和速度梯

度在平行于剪切带方向仍保持均匀。 

根据 Rudnicki 等[17]的推导过程，可以得到土体应

变局部化产生的判别条件，即： 
    det( ) 0ep

i ijkl ln D n    ，            (1) 

式中， in 为剪切带平面的法向矢量 n的分量， 
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其中， 为剪切带法线与大主应力作用面夹角，  为

剪切带法线在大主应力作用面上的投影与中主应力夹

角（图 1）。若令 π / 2  ，则 T{sin  0  cos } n ，， ，即

简化为目前通常采用的二维应变局部化判别准则。 

 

图 1 三维应力状态下剪切带示意图 

Fig. 1 Schematic illustration of a shear band under 3D stress  

condition 

不同本构模型对应变局部化分析有较大影响，由

于本文重点不是本构模型，因此可以采用相对简单的

广义 Mohr–Coulomb 模型，其具体的屈服函数和塑性

势函数为 
( ) 0F q M g p       ，      (3a) 

c 0( ) ln( / ) constQ q M g p p       ， (3b) 
式中， 1 / 3p I ， 23q J ， cM 为状态转换应力比，

0p 为初始围压，1 iiI  ， 2 / 2ij ijJ s s ， 3 / 3ij jk klJ s s s ，

/ 3ij ij ij kks     ，Lode 角 1 3 2
3 2sin [ 3 3 /(2 )] /J J

   
3 ( ) (3 sin ) /[(3 sin ) 2 sin 1 sin ]g          ， ，

( π / 6 π / 6) ≤ ≤ 。 
硬化准则采用全量双曲线形式： 

cp
s

f cp
s

M M
A






  ，         (4) 

式中， f f f6sin /(3 sin )M    ，A 为材料参数， f 为

三轴状态测得的峰值内摩擦角， cp
s 为广义塑性应变， 

cp cp cp
s

2d d d
3 ij ije e  ， cp cp cp1d d d

3ij ij ij kke     。 

（2）三维非共轴塑性理论 
土体的分叉特性强烈依赖于其本构模型。传统塑

性理论的流动法则是建立在 Drucker 材料性公设的基
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础上，隐含了塑性应变率 p
ij 与当前应力 ij 的共轴性。

然而，试验研究表明流动法则只是一种近似的假定，

Roscoe 等早期的试验结果表明，土体的流动法则只有

在比例加载的条件下才近乎合理的。大量试验表明，

塑性应变率方向还与当前的应力率方向相关。此外，

普遍存在的应力主轴旋转所引起的土体塑性变形也说

明了传统共轴本构模型的局限性。 
应力和应变率的非共轴特性强烈影响土体失稳的

变形分叉状态。Rudnicki 等[17]首先引入带角点的屈服

面来反映土体塑性变形的非共轴特性。Rudnicki 等的

研究表明，引入非共轴塑性流动法则，弱化了土体的

剪切模量，使得应变局部化理论预测结果与试验观察

更为一致。引入非共轴流动法则的必要性也被不少学

者通过平面应变双轴试验和相应的理论研究得到了证

实[18-22]。 
基于 p–q 应力空间，Rudnicki 等定义非共轴塑性

应变率为 

  
t t

1 1np n kl kl
ij ij ij ij

mn mn

s se s s s
H H s s

 
   

 

   ，  (5) 

式中， n kl kl
ij ij ij

mn mn

s ss s s
s s

 
 

为非共轴应力率，分别 

正交于 ij 和 ijs ，上标

表示 Jaumann 客观应力率，

tH ( tH >0)表示屈服面切线方向的塑性硬化模量，下

标 i，j，k，l，m，n=1，2，3，下文同。 
    可以得到二维状态下纯非共轴塑性柔度张量： 

  
t

1
2

ik jl il jk kl ij ij klnp
ijkl

mn mn mn mn

s s
C

H s s
     

 
 

   
 

。(6) 

文献[23，24]已证明在三维应力空间中，式（5）
定义的非共轴塑性应变率含有共轴塑性应变率而不再

有效。 
基于三维共轴应力空间，考虑第三应力不变量的

影响，可以求得非共轴应力率为[23-24] 

  n kl kl kl kl
ij ij ij ij

mn mn kl kl

s s s Ss s s S
s s S S

  
     ，     (7) 

式中， 3
2

2

2 3
3 2ij ik kj ij ij

JS s s J s
J

   ，其主方向与 ij 主 

方向共轴， n
ijs 分别正交于 ij ， ijs 和 ijS 。类似于

Rudnicki 等在 p–q 应力空间定义的“角点结构”，基

于三维应力空间定义纯非共轴塑性的本构关系，这里

仍采用线性形式： 

t

1np kl kl kl kl
ij ij ij ij

mn mn mn mn

s s s Se s s S
H s s S S

 
   

 

   ， (8) 

式中， tH  表示共轴塑性理论。这样可以得到三维

状态下纯非共轴塑性的柔度张量： 

t

1
2

ik jl il jk kl ij ij kl ij klnp
ijkl

mn mn mn mn mn mn

s s S S
C

H s s S S
     

 
 

    
 

 。 

                                      (9) 
（3）砂土平面应变试验分析 
图 2～4 为基于上述非共轴形式和三维广义

Mohr–Coulomb 模型对 Han 等[20]的各向同性 Ottawa
砂土平面应变排水试验结果进行的应变局部化分析成

果[23]。相比较试验结果，尽管二维非共轴理论预测效

果得到明显的改善，但与试验观察仍有一定的偏差，

显然三维非共轴理论的预测效果最好。 

 

图 2 初始围压–剪切带倾角 

Fig. 2 Relationship between initial confining pressure and  

..inclination angle of shear band 

 
图 3 轴向应变–应力差 

Fig. 3 Relationship between axial strain and stress difference 

 
图 4 分叉时的围压–剪应变 

Fig. 4 Relationship between shear strain and confining pressure at  

the inception of shear band 
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这里需要特别指出的是，试验结果表明剪切带角

度随着围压增加而减小，而传统共轴理论的预测结果

却与试验规律相反。这仅仅是因为采用了共轴理论还

是需要更为合理的本构模型，无疑值得进一步研究。 
有必要说明的是，尽管 Papamichos 等 [21]在

Rundnicki 等建议的非共轴流动理论基础上进一步引

入了运动硬化准则，也合理地模拟了上述试验中的剪

切带角度和分叉时的应变。然而，却在非共轴塑性流

动准则的基础上增加了运动硬化准则，而本质上两种

准则都是描述土体各向异性的塑性理论。因此，在非

共轴塑性流动理论基础上再增加运动硬化准则缺乏直

接的试验和理论依据，使得分别描述非共轴特性和运

动硬化特性的两个参数的物理意义难以区别，也很难

通过有效的室内试验手段分别加以量测。可以看出，

Papamichos 等在选取非共轴模型的参数时具有相当

程度的人为性。Qian 等[25]从组构演化的角度引入了

具有非共轴特性的背应力来描述运动硬化，将土体非

共轴行为归结为应力诱发的组构各向异性，较好地预

测了砂土平面应变试验的应变局部化现象，而其中的

各向异性参数可以通过细观分析来确定。但值得指出

的是，其背应力形式还远远不够完善，需要进一步的

探讨。 
（4）真三轴试验砂土强度及变形分叉影响 
在岩土工程领域广泛采用的 Mohr–Coulomb 准

则，由于忽略了中主应力影响，常只能预测土体强度

的下限，低估了土体在平面应变状态及一般应力状态

的强度。另一方面，当前普遍认为土体强度由平滑峰

值强度决定，然而平滑峰值强度代表的是土体的强度

极限，只在土体均匀变形假定下破坏时成立。然而大

多数土体，如中密砂等，常发生应变局部化非均匀变

形现象，土体强度得不到充分发挥，因而平滑峰值强

度准则常过高估计了土体实际强度。 
目前关于应变局部化的理论和试验分析大多是在

平面应变状态下进行的。然而理想化的平面应变状态

已无法满足复杂工程实际的需要，而且砂土的真三轴

排水试验已充分揭示了应变局部化现象与三维应力状

态有关 [26-28] 。 Lade 等 [27] 的一系列固定 b 值

（b=( 2 3  )/( 1 3  )为中主应力比）条件下的真三轴

试验表明：当 b=0 状态时不会产生应变局部化现象，

而在 b=1 状态却表现出明显的应变软化（局部化）现

象。这一系列真三轴试验研究表明，土体失稳随中主

应力比呈规律性变化，不同主应力比条件下土体的失

稳机理不尽相同。但对于中主应力对应变局部化到底

有何影响，也就是说真三轴试验中的分叉现象，需要

理论上的合理解释。 
为了更加合理地模拟真三轴试验结果，有必要对

上述广义 Mohr–Coulomb 模型中的 π 面屈服形态函

数 ( )g  进行改进。首先采用了 William 和 Warnke
提出的一种椭圆形式的形状函数，函数中包含了一

个附加参数  ， 为 b=1.0 和 b=0.0 试验条件下广义

应力比的比值 [29]。然后结合三维非共轴理论，对

Wang 等[28]的 Santa Monica Beach 密砂的真三轴排水

试验进行了模拟，模拟结果如图 5（b=0.8，其它 b
值结果见文献[29]）和图 6 所示。总的看来，非共轴

理论的预测结果明显伏于共轴模型的预测结果，与试

验结果更相符。 

 

图 5 大主应变–应力比 

Fig. 5 Relationship between major principal strain and  

stress ratio 

 

图 6 分叉时的大主应变与中主应力比的关系 

Fig. 6 Relationship between major principal strain at bifurcation  

and intermediate principal stress ratio 

对砂土的三维强度描述，Lade–Duncan 准则是一

个公认较合理的强度准则。Ochiai 等[30]对于 Cambria
松砂的真三轴试验，其破坏强度基本上可以用

Lade–Duncan 强度准则描述；但 Wang 等[28]对 Santa 
Monica Beach 密砂的真三轴试验，Lade–Duncan 破坏

准 则 却 无 法 合 理 预 测 其 峰 值 强 度 。 鉴 于

Mohr–Coulomb 准则更为工程界所接受，采用椭圆插

值的角隅函数对广义 Mohr–Coulomb 强度准则进行修

正，可以证实其与 Lade–Duncan 准则的相似性。图 7
为采用修正广义 Mohr–Coulomb 准则对 Lade 等[27]的
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Santa Monica Beach 密砂真三轴试验应变局部化预测

结果，从峰值内摩擦角与中主应力比 b 的关系可以看

出，基于非共轴模型在 0<b≤1 均预测到应变局部化

发生，预测的土体强度由分叉强度决定，且预测值更

符合试验结果[29]。 

 

图 7 峰值内摩擦角与中主应力比 b 的关系 

Fig. 7 Relationship between peak friction angle and intermediate  

principal stress ratio 

1.2  砂土各向异性强度特性与应变局部化 

受天然沉积等多种因素影响，实际工程中砂土的

强度常表现出各向异性特性，因此如何合理描述真三

轴以及主应力方向旋转条件下各向异性砂土的强度特

性和应变局部化现象是需要解决的难点问题。Ochiai
等[30]的 Cambria 砂真三轴试验结果表明了应力状态和

各向异性对砂土强度的影响，在同一象限内，主要表

现为应力状态即中主应力比 b 的影响，不同象限之间，

当中主应力比相同时（比如 b=1.0），其差别则来自各

向异性。 
Lade 等[31]的试验结果表明，当砂土存在各向异性

时，空心圆柱扭剪试验（内外压相等）得到的强度特

性在 0.2<b≤1.0 范围时与真三轴试验有很大的差别。

这是因为当内外压相等时， 2sinb  ，b 从 0 变化到

1 的时候， 同时将从 0°变化到 90°，当  90°时，

实际上已变化到第Ⅲ象限，此时应力状态和各向异性

均为影响强度的主要因素，必然导致空心圆柱扭剪试

验结果中 b 接近 1 条件下的强度低于真三轴。 
层状各向异性强度准则与各向同性强度准则的差

异主要表现为在偏平面形状的不同，修正后的角隅函

数可表示为[32-33] 
2( ) ( )[1 sin ( / 2)]g g a       。   (10) 

根据主应力方向与土体沉积面的关系， π / 6   
（第Ⅰ象限）， π / 2    （第Ⅱ象限）， 5π / 6   
（第Ⅲ象限）。这种修正方法可以用于真三轴试验的模

拟，但不能合理描述主应力方向变化对砂土强度参数

的影响。参考 Pietruszczak 等[34]、Rodriguez 等[35]的方

法，考虑沉积砂土大主应力方向与沉积面关系的影响，

在椭圆型角隅函数中引入一个反映各向异性特性的

项，得到了适合于主应力轴旋转条件下的三维各向异

性 Mohr–Coulomb 准则[36]： 
2

0 (1 3 ) ( ) 0fF q M l g p       ， (11) 
式中，l 为反映组构张量与主应力方向关系的量， 为

各向异性系数。 
对 Lade 等[31]的 Santa Monica Beach 砂以及 Lade

等[37]的 Nevada 砂空心圆柱剪切试验的模拟结果如图

8，9 所示，模拟结果与试验结果的规律基本一致。 

 

图 8 空心圆柱扭剪试验及真三轴试验预测结果对比  

Fig. 8 Comparison of predicted results between hollow cylinder  

.tests and true triaxial tests 

 

图 9 中主应力比及加载方向对内摩擦角的影响预测 

Fig. 9 Influence of intermediate principal stress ratio and loading  

direction on prediction of internal friction angle 

对 Oda 等[38]的各向异性 Toyoura 砂土平面应变试

验结果进行应变局部化模拟。当加载方向与沉积面法

线夹角为 45°条件下，采用各向同性及各向异性强度

准则建立的弹塑性本构模型预测的应力应变关系如图

10 所示，变形分叉分析结果如图 11 所示，基于常规

共轴理论预测的分叉过早，而基于非共轴理论预测的

分叉点晚于共轴理论，但与试验分叉点符合较好。分

析表明，加载方向夹角增大对应变局部化有一定延迟

作用。变形分叉点对应的峰值剪应力随夹角的变化如

图 12 所示，共轴模型预测结果低于非共轴结果，基于

各向异性准则建立的非共轴弹塑性本构模型预测结果
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与试验结果符合较好。 

 

图 10 大主应变–偏应力( δ = 45°) 

Fig. 10 Relationship between major principal strain and deviatoric  

.stress 

 

图 11 分叉时的大主应变与加载方向角的关系 

Fig. 11 Relationship between major principal strain at bifurcation  

.and loading angle 

 

图 12 分叉时的应力比与加载方向角的关系 

Fig. 12 Relationship between stress ratio at bifurcation and 

loading angle 

对 Abelev 等[39]的各向异性砂土真三轴试验结果

进行模拟。试样为 Santa Monica Beach 密砂，相对密

实度 Dr=90%，试样初始围压为 50 kPa。当中主应力

比为 b=0.26 时，采用各向异性非共轴弹塑性本构模型

预测的应力应变关系如图 13 所示。变形分叉点对应的

峰值应力比随中主应力比（0≤b≤1.0）的变化规律如

图 14 所示。总体而言，本模型能够合理反映中主应力

变化对应力比的影响。变形分叉分析表明，除 b=0 外，

其它中主应力比条件下均预测到了应变局部化发生。

由此可见，变形分叉明显降低了土体的峰值应力比。

同时，相对于 Lu 等[40]的预测结果，本文的预测结果

更符合试验结果。 

 

图 13 大主应变–应力比 

Fig. 13 Relationship between major principal strain and  

.stress ratio 

 

图 14 分叉时的应力比与中主应力的关系 

Fig. 14 Relationship between stress ratio at bifurcation and  

intermediate principal stress 

1.3  砂土的状态相关特性与应变局部化 

长期以来，对砂土力学特性的模拟是将不同密实

度的同一种砂看作为不同的材料，现在国际上的通用

做法是引入状态相关的临界状态理论，实现同一种砂

土的本构模型中采用统一的一套材料参数。建立砂土

状态相关临界状态理论的关键是引入状态参数 ，而

这个状态参数与砂土的密实度和有效平均应力相关，

比较常用的表达形式为[41] 
ce e     ，            (12) 

式中，e 为当前孔隙比， ce 为相同压力下的临界孔隙

比。对于 Toyoura 砂， c c a( / )e e p p   [41]；对于

Hostun 砂， c c lne e p  [42]， e 和 c 为模型参数。 
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    状态相关本构模型的关键是将峰值应力比 Mp 和

状态转换线斜率 Md 与上述的状态参数建立关系。对

于 Toyoura 砂，Mp= Mcsexp(-kpψ)，Md= Mcsexp(kpψ)；
对于 Hostun 砂，Mp= Mcs (1+kp<-ψ>)，Md= Mcs (1+kpψ)。
另外还需对前述的广义 Mohr–Coulomb 模型作一些修

改，包括引入增量双曲线形式的应力比 M 的硬化规

律，以及在剪胀性的描述上采用了更广义的形式： 
p
v 0

dp
s c

d
[ ( ) ]

d
dD M g
M


 


     ，   (13) 

式中， 0d 为模型参数， q p  。采用此模型对不同

密实度和初始围压条件下 Toyoura 砂和Hostun砂的三

轴试验进行了合理的模拟[43-44]。 
砂土强度依赖于砂土的密实度和围压，尽管可以

直接采用上述状态相关的砂土临界状态本构模型进行

边值问题的有限元分析，但从工程实用角度仍然希望

能够最大程度地利用经典的 Mohr–Coulomb 准则，为

此建立砂土的峰值摩擦角和临界状态摩擦角的经验关

系是必要的。 
Bolton[45]基于破坏时的平均有效应力和相对密实

度建立了砂土峰值摩擦角和临界状态摩擦角的经验关

系式，但基于状态参数 ψ 的相关性应该更符合本构模

型的本质。参考 Yang 等[46]的方法，针对 Toyoura 砂，

利用状态相关的砂土本构模型可以得到最大剪胀角

max 与初始状态参数 0 以及峰值摩擦角 p 与临界状

态摩擦角 c 的经验关系式（图 15，16）： 
p c max

max 0

0.6  

70.777  

  

 

  


  

，

。
             (14) 

这个经验表达式可以应用于砂土地基稳定性分析中，

并与基于完整本构模型的计算结果进行比较。 

 

图 15 峰值摩擦角与最大剪胀角的关系 

Fig. 15 Relationship between peak friction angle and maximum  

dilatant angle 

尽管 Papamichos 等[21]以及钱建固等[22-23]运用非

共轴流动理论对Han等的平面应变试验结果重新进行

了分析，对剪破角随初始有效围压的变化规律作出了

合理的解析，但仅仅引入非共轴理论还是不够的。最

为重要的一点是现有的用于应变局部化分析的本构模

型在正确描述砂土的剪胀特性上是远远不够的，因此

无法反映剪切带形成的全过程，更不能反映土的密度

和有效体积应力对剪破角的综合影响。图 17，18 为采

用基于材料状态相关理论的砂土共轴本构模型对

Hostun 砂的平面应变排水试验的应变局部化分析结

果[43]。分析结果表明，采用材料状态相关共轴本构模

型虽然预测的剪破角远远小于试验观察得到的结果，

但能够描述出剪破角随初始围压增加而减小的这一规

律，这是传统砂土本构理论做不到的。当然如果进一

步引入非共轴流动理论加以改进，则模拟结果就会得

到明显的改善，如图 17，18 所示。 

 

图 16 最大剪胀角与初始状态参数之间的关系 

Fig. 16 Relationship between maximum dilatant angles and initial  

.state parameters 

 

图 17 分叉时的围压–轴向应变 

Fig. 17 Relationship between axial strain and confining pressure at  

.inception of shear band 

对于考虑状态相关各向异性砂土的本构模型的描

述，需要重新定义各向异性临界状态线表达式。具体

可通过采用组构张量考虑砂土的微观结构分布特征，

基于组合应力张量引入各向异性状态变量 A[47-49]进行

实现。各向异性临界状态线的有关参数可以通过常规

三轴压缩和三轴拉伸试验得到，然后据此重新确定状
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态参数 ψ 以及峰值应力比 Mp和状态转换线斜率 Md，

这样就可以建立状态相关的砂土各向异性本构模型。 

 

图 18 初始围压–剪破角 

Fig. 18 Relationship between initial confining pressure and  

inclination angle of shear band 

笔者等[49]对不同沉积角度 Toyoura 砂平面应变试

验的应变局部化现象进行了模拟，李学丰等[50]进一步

基于非共轴理论分析了各向异性砂土的应变局部化。 
1.4  考虑砂土状态相关特性的土体稳定弹塑性有限

元分析 

目前砂土的土体稳定与承载特性分析大多采用各

向同性的刚塑性或理想弹塑性的本构理论，在工程实

践中往往采用相关联流动法则，没有合理地考虑土体

的剪胀性。而实际的剪胀角 往往是介于 0 和摩擦角

 之间；如假定  0°，则会得到比较保守的结果，

而假定  ，这样就会过高估计土体的体积应变且

土体的强度也会有所提高。Drescher 等[51]采用 Davis
提出的等效摩擦角方法，在极限分析上限法中考虑了

剪胀角的影响。然而，Yin 等[52]在条形基础地基承载

力分析中，通过与基于非相关联理想弹塑性数值方法

的对比，发现等效摩擦角方法与数值方法仍存在较大

的差别。实际上，基于非相关联理想弹塑性本构模型

也并不能完全真实地反映土体的剪胀特性。 
事实上砂土的剪胀性是比较复杂的，其影响体现

在两个方面，首先不同密实度的砂土剪胀角不同，在

有限元分析中若将剪胀角当作砂土的材料常数而未充

分考虑密实度变化的影响，计算结果可能与实际有较

大差异；其次，砂土的峰值强度也与密实度有关，比

如密砂在剪切过程中的剪胀现象会令其剪切强度随着

密实度的减小而减小，即出现一定程度的软化现象。

这种密实度变化造成的软化现象很难在常规的分析方

法中给予合理的考虑，因此，有必要采用基于状态相

关砂土本构模型的弹塑性数值分析方法来更为合理地

考虑砂土的剪胀特性。另外，砂土的各向异性也是一

个重要的影响因素，有必要在弹塑性数值分析方法中

考虑它的影响。 

对于土坡稳定分析，由于土坡稳定性弹塑性有限

元分析通常采用强度折减技术，而且基于强度折减技

术的弹塑性有限元方法可用于非饱和、非稳定渗流以

及含软夹层等情况[53-54]，因此十分方便。但是砂土状

态相关本构模型中土的峰值摩擦角是状态参数的函

数，极限强度隐含在多个模型参数当中，进行强度折

减的时候会改变土体的刚度，从而影响边值问题的刚

度分配，进而改变应力分布规律。因此，通常的强度

折减技术不适用于采用砂土状态相关本构模型的有限

元法，只能利用弹塑性有限元计算结果和极限平衡法

相结合的方法。至于抗滑力的计算，可采用基于峰值

强度的 Mohr-Coulomb 强度公式，也可以利用应变局

部化判别公式进行，此值与由有限元插值得到的滑动

力之比即为安全系数。由于纯砂土的黏聚力一般为零，

坡面即为安全系数最低的滑动面，因此不同的分析方

法得到的安全系数相差不大。必须指出的是，对于其

他土类可能会有很大的区别。 
（1）砂土上条形基础地基承载力分析 
对于不同密实度砂土上浅基础地基承载力或砂土

中锚板抗拔承载力问题可以采用 3 种分析方法：①基

于状态相关砂土本构模型的常规弹塑性有限元分析；

②基于状态相关强度参数的地基极限承载力解析形

式；③基于应变局部化和复合体理论的渐近破坏有限

元分析。有关基于应变局部化和复合体理论的分析将

在后面介绍，这里主要介绍前面两种方法的区别。 
下面以砂土上条形基础的地基承载力为例，计算

模型见图 19 所示，基础宽度 B=5 m，地基土为 Toyoura
砂。图 20 为计算得到的不同密实度砂土地基条形基础

基底反力与竖向位移的关系曲线，在沉降为 0.1 倍基

础宽度时，对于较为密实的砂土地基（如相对密实度

为 90%和 70%）基本上出现了峰值，而对于较为松散

的砂土（如相对密实度为 50%，30%和 10%）仍未出

现明显峰值。表 1 给出了弹塑性有限元计算结果（方

法①）与太沙基极限承载力公式计算结果（方法②）

的对比。 

 

图 19 地基承载问题计算模型 

Fig. 19 Schematic diagram of bearing capacity of strip  

..foundation 
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图 20 条形基础基底平均反力与竖向位移关系曲线 

Fig. 20 Curves of average reaction force versus vertical  

.displacement of strip foundation 

表 1 地基承载力有限元计算与太沙基公式对比 

Table 1 Comparison of bearing capacities by finite element  
method and Terzaghi formula                kPa 

相对密实度 90% 70% 50% 30% 10% 

有限元法 6396 4183 2689 1670 1007 

太沙基公式 8723 4939 2957 1742 1073 

从表 1 中可以看出对于松砂，虽然沉降为 0.1B 时

未达到峰值，但此时基底反力随位移的增长速率已经

较缓，因此可以判断两者结果会比较接近。而对于密

砂，由于剪胀性软化的影响，采用状态相关本构模型

的有限元承载力峰值明显低于太沙基极限承载力公式

结果。当采用太沙基地基承载力公式时，取 1 倍基础

宽度深度处的初始围压和初始孔隙比计算初始状态参

数，然后根据式（14）计算出相应的峰值摩擦角 p 。 
砂土的各向异性也是影响地基承载力的重要因

素。Azami 等[55]开展各向异性砂土地基承载力的 1g
物理模型试验，试验得到极限承载力与沉积面角度
的关系，可以发现当 =0°时极限承载力最大，而

 =60°时最小，且 =90°与 =60°时极限承载力

接近。Azami 等[55]还进一步利用 Pietruszczak 等[34]提

出的各向异性砂土强度准则（基于广义 Mohr–Coulomb
准则）对模型试验的荷载位移曲线进行了弹塑性有限

元模拟。从计算结果可以发现，如果不考虑应变局部化

现象，当 =0°和 90°时计算得到的极限承载力比较

接近（尽管荷载位移曲线存在较大差异），当 =45°
时计算得到的极限承载力最低，但与 =60°时比较

接近，这与模型试验有较大的差别，因此有必要考虑

应变局部化的影响。 
（2）砂土地基中锚板抗拔承载力分析 
下面再以砂土地基中条形锚板抗拔承载力问题为

例，计算模型见图 21 所示，埋深 H=10 m，宽度 B=1，
2，4，10 m，地基土为 Toyoura 砂。图 22 为相对密实

度为 90%的密砂中不同埋深比的条形锚板平均反力与

竖向位移的关系曲线，可以看出密砂中的锚板埋深比

H/B<5 时，都出现了明显的荷载峰值和随后的软化现

象。图 23 给出了与 Koutsabeloulis 等[56]提出的锚板抗

拔承载力系数 N 简化公式的比较，为考虑砂土的剪胀

性，取埋深一半处的土体围压和初始孔隙比计算状态

参数，并根据式（14）计算出相应的峰值摩擦角和最

大剪胀角，可以发现对于松砂和中密砂两者吻合较好，

但对于密砂，由于该简化公式来自剪胀角较小的有限

元计算，因此计算结果较为保守。 

 

图 21 抗拔锚板计算模型 

Fig. 21 Schematic diagram of horizontal anchor 

 

图 22 Dr=90%砂土中锚板平均反力与竖向位移关系曲线 

Fig. 22 Curves of average reaction force versus vertical 

displacement of horizontal anchor embedded in sand (Dr=90%) 

 

图 23 状态相关本构有限元计算结果与简化公式结果比较 

Fig. 23 Comparison among calculated results by state-dependent 

finite element methods and simplified formula 
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1.5  土体应变局部化失稳的有限元分析方法 

应该说应变局部化有限元分析涉及到的问题很

多，其中一个最主要也是国内外学者研究得最多的问

题是所谓的单元尺寸敏感性问题。从边值问题的应变

局部化数值模拟来看，大量研究工作已表明基于经典

连续介质力学理论的应变局部化数值分析结果是不能

令人满意的。原因是当应变局部化产生时拟静力荷载

下的控制方程将失去椭圆型，这种椭圆型的丧失将直

接导致数值分析结果病态地依赖有限元单元尺寸。为

克服这一难题，目前国内外学者采用了多种途径，但

大多没有应用于土体应变局部化分析中。目前真正用

于土体分析中的主要有采用描述含剪切带土体平均力

学特性的复合体理论以及采用非局部塑性模型。下面

主要先讨论基于复合体理论和非局部塑性模型的有限

元分析方法。 
（1）基于复合体理论的分析方法 
a）砂土分叉后的力学性状 — 复合体理论 
一个合理的应变局部化理论框架，应该具有以下

两方面的能力：①能描述含剪切带土体的宏观力学性

质，模型参数可以通过室内试验来确定；②能消除应

变局部化有限元分析时的单元尺寸敏感性。

Pietruszczak 等[57]提出了应变局部化的复合体理论，但

原来的理论是建立在局部坐标体系而不是整体坐标体

系上的，而这种基于局部坐标系上的本构理论在推广

到三维问题时会遇到一些困难。Huang 等[58]、黄茂

松等 [59-60]通过整体坐标系下的剪切带上下面的速度

差值 g和作用在剪切带上的应力率 t 建立剪切带材料

的本构方程： 
             ep[ ]K t g   ，             (15) 

式中， ep[ ]K 为剪切带材料的弹塑性刚度矩阵。剪切带

材料假设为软化型，由局部化变形开始产生时的应力

状态 0m 降低至剪切带材料的残余应力状态 rm 。利用

剪切带内外接触面上的应力连续条件，可以推导出含

剪切带土体的宏观应力应变关系为 

  ep ep epD D N D               

      T T1
ep epN D N N D           ，    (16) 

式中，
1 2 3

T
2 1 3

3 2 1

0 0 0
[ ] 0 0 0

0 0 0

n n n
N n n n

n n n

 
   
  

， /l A  ，l  

为剪切带的长度，A 为试样的截面积， 可以认为是

一个特征长度参数（对应非局部应变理论）， epD  为
剪切带外土体的弹塑性刚度矩阵。 

图 24 为 Han 等[20]的 Ottawa 干密砂平面应变试验

模拟结果，应该说试验曲线与理论模拟曲线是比较相

符的。 

 

图 24 平面应变压缩试验中干密砂的力学特性 

Fig. 24 Mechanical properties of dry dense sand specimens in  

plane strain biaxial compression tests 

b）含缺陷密砂平面应变试样的有限元分析 
考虑一个长宽比为 3∶1 的平面应变试件，初始围

压为 100 kPa，材料采用标准 Toyoura 砂，初始孔隙比

为 0.713，轴向给定一位移，如图 25（a）所示。为了

触发应变局部化引入几何缺陷，其中顶面宽度比底面

长 10%。计算采用两种不同尺寸的有限元网格见图 25
（b）和图 25（c）。图 26 为分别采用两种不同密度的

网格时，通过常规砂土状态相关本构和复合体理论得

到的荷载位移曲线。对于复合体理论，无论是采用密

网格或疏网格的荷载位移曲线几乎完全一致。图 25
（b）和图 25（c）同时也显示了利用局部化判别公式

判断会发生局部化的高斯点，可以看出发生局部化的

积分点区域基本相同。 

 

图 25 有几何缺陷的平面应变试件示意图 

Fig. 25 Schematic diagram of plane strain specimen with  

geometric imperfections 
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图 26 不同网格计算得到的应力应变关系曲线对比 

Fig. 26 Comparison among stress-strain relationships for different 

 meshes 

c）砂土地基上条形基础地基承载力 
前面已介绍了基于材料状态相关砂土临界状态本

构模型的常规弹塑性有限元分析，但由于应变局部化

现象是不可避免的，因此本小节进一步采用了基于应

变局部化和复合体理论的渐近破坏有限元分析方法。 
对图 19 所示的地基承载力问题进一步进行应变

局部化分析，砂土的相对密实度为 70%。图 27 为浅

基础地基中土体达到应变局部化条件的高斯积分点，

图 28 为不同剪切带残余强度（mr 值）时基底反力与

竖向位移的关系曲线，可以看出复合体理论计算结果

明显小于常规状态相关本构模型计算结果，说明地基

土中局部区域发生了显著的应变局部化现象，但由于

现有复合体理论还缺乏剪切带消失、方向旋转等特殊

技术，所以对于类似地基承载力问题，剪切带曲线较

为复杂的情况，计算很难收敛。 

 

图 27 浅基础地基中土体达到应变局部化条件的高斯积分点 

Fig. 27 Gauss integration points of soils that fulfill the strain 

localization condition in shallow foundation  

为进一步考虑各向异性砂土的应变局部化影响，

Azami 等[55]采用复合体理论对 1g 物理模型试验进行

了应变局部化弹塑性有限元分析。从计算得到的荷载

位移曲线可以发现，考虑了应变局部化的模拟结果与

试验结果更加接近，即 =60°时极限承载力最小，

且 =90°时与其比较接近。 
d）砂土地基中锚板抗拔承载力 
采用3种不同的网格对图21所示的砂土地基中锚

板问题进行应变局部化有限元分析，图 29 为锚板地基

中土体达到应变局部化条件的高斯积分点，图 30 为基

于 3 种不同网格采用状态相关常规本构和复合体理论

计算得到的抗拔锚板荷载位移曲线。计算结果表明了

从局部到整体的渐近破坏过程，采用复合体理论得到

的极限承载力低于常规本构的结果，且采用密网格和

局部加密网格的结果比较接近，体现了复合体理论在

消除网格尺寸影响的能力。 

 

图 28 基底反力与基础竖向位移的关系曲线 

Fig. 28 Curves of average reaction force versus vertical  

.displacement 

 

 

 

图 29 锚板地基中土体达到应变局部化条件的高斯积分点 

Fig. 29 Gauss integration points of soils that fullfil the strain 

localization condition in anchor foundation  
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图 30 锚板荷载位移曲线 

Fig. 30 Curve of average reaction force versus vertical 

displacement  

 

图 31 圆形抗拔锚板计算模型 

Fig. 31 Schematic diagram of circular anchor 

下面对 Sakai 等[61]的浅埋圆形锚板抗拔试验 1g 物

理模型试验进行模拟，计算模型如图 31 所示。试验采

用密实 Toyoura 砂土，相对密实度 Dr=99%，重度

 =16.1 kN/m3，埋深H=30 cm，锚板面积A=78.54 cm2。

图 32 为分别采用状态相关本构和复合体理论的有限

元法计算出的承载力系数与位移的关系曲线。从图中

可以看出，采用复合体理论计算出的抗拔承载力与试

验结果十分接近，而状态相关本构得出的抗拔承载力

则要明显偏大很多。说明了应变局部化现象对砂土地

基抗拔承载力的影响十分明显，未考虑应变局部化的

有限元法会过高估计密实砂土地基中锚板的抗拔承载

力。 

 

图 32 锚板荷载位移曲线 

Fig. 32 Curves of average reaction force versus vertical 

 displacement  

（2）基于非局部塑性模型的分析方法 
Bazant 等[62]最早将非局部理论用于损伤应变局

部化模拟，结果表明该理论能克服数值模拟的网格敏

感性。然而这种非局部理论对于塑性软化问题却并不

适用，Vermeer 等[63]提出采用过非局部修正解决了这

一问题。Stromberg 等[64]将修正后的非局部理论用于

双轴应变局部化问题的有限元模拟。Lu 等[65-66]通过一

维拉杆理论分析及对数值计算中的刚度矩阵谱分析，分

析了非局部理论克服网格敏感性的条件和有效性；Lu
等[67]通过对双轴平面应变试样的应变局部化问题的

有限元数值模拟，进一步验证了非局部理论在静力应

变局部化问题中的正则化效果。 
非局部塑性理论认为控制软化的内变量 为非局

部量。定义任一点广义内变量 ̂ 为 

0

0

( , ) ( )d
ˆ( )

( , )d
V

V

 







 


x x x x
x

x x x
  ，    (17) 

式中， 0x 为该点坐标， x为该点邻域坐标， 为加

权平均函数，V 为计算域。 
采用过非局部形式的非局部软化参数时，将该点

的局部变量与非局部量再做一次加权平均，即 
ˆ ˆ( ) (1 ) ( ) ( )m m m    x x x   ，  (18) 

式中，m 为大于 1 的权系数。 
采用非局部理论，各向同性硬化准则下的屈服函

数可写为 
  0ˆmF Y H Y     ，       (19) 

式中， H 为硬化模量， 0Y 为屈服应力， ( )Y  是应力

状态相关的函数。 
现有非局部塑性模型的积分算法仅能用于 von 

Mises 准则，无法用来进行一般软化土体的应变局部

化分析。曲勰等[68]提出了一种改进的针对非局部模型

的全隐式应力回代迭代计算方法，并将非局部理论推

广到 Mohr–Coulomb 弹塑性模型中，使其能用来分析

土体稳定性问题。分析一个条形基础的地基承载力问

题，基础宽度为 8 m，有限元模型尺寸为 20 m×50 m，

地基土假设为塑性软化材料，通过引入非局部塑性模

型，两种不同密度（80×200 或 40×100 个单元）的

有限元网格得到的基础荷载位移曲线十分接近（见图

33），显示出采用非局部塑性模型正则化效果明显。如

何将非局部塑性模型应用于砂土状态相关本构中将是

下一步研究的重点。 
前面介绍的几种方法能够解决应变局部化有限元

分析中的单元尺寸依赖性，但土体应变局部化分析中

还存在有限元网格锁定问题。自适应网格技术[69-71]或

引入非连续的形函数，包括弱非连续形式（即应变非

连续）和强非连续形式（即位移非连续）可以为解决
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这些问题提供可能，黄茂松等[72]讨论了有关方法之间

的关联。限于篇幅，本文不作详细讨论。 

 

图 33 荷载–位移曲线（非局部模型） 

Fig. 33 Relationship between load and displacement (non-local  

plastic model) 

1.6  基于状态相关本构的饱和砂土静态液化失稳有

限元分析 

传统理论认为，只有在当应力状态达到塑性极限

时土体才会破坏，其峰值强度可通过 Mohr–Coulomb
准则描述，且其摩擦角为峰值内摩擦角。然而对于饱

和松砂或粉细砂而言，静态液化导致土体达到峰值内

摩擦角即已失稳。为从理论上预测静态液化发生，Lu
等[73-74]以及吕玺琳等[75]基于二阶功原理建立了土体

失稳判别准则。在小变形条件下，根据二阶功原理，

要保证材料的稳定，需满足： 
2d : 0, 0w    d d d     。    (20) 

式中， 2d w为二阶功， d 为有效应力增量，d 为相

应的应变增量。 
    上式表明，若存在一个加载路径，使得二阶功变

为负，在该应力路径下土体将失稳，其失稳条件为 
2d : 0, 0w   d d d≤     。  (21) 

将本构关系式代入式（21）可得 
ep: : 0, 0 d d d≤  D   。   (22) 

要使式（22）成立，需满足： 
ep
symdet( ) 0≤D   。            (23) 

土体在加载过程中，一旦式（23）成立，土体即

进入潜在失稳状态，亦即式（23）给出了土体失稳的

必要条件，但土体静态液化是否触发还取决于应力路

径和加载方式。在应变增量控制混合模式加载条件下，

需满足二阶功小于 0，即满足式（21），静态液化才得

以触发。 
Lu 等[73-74]，吕玺琳等[75]对等向固结和 K0固结不

排水三轴条件下的静态液化和应变局部化失稳模式进

行了理论分析，图 34 给出了 Chu 等[76]K0固结砂土三

轴试验有效应力路径的预测结果，图 35 为计算得到的

二阶功。4 组试验中，除最密的一组外，加载过程中

广义剪应力出现了峰值，二阶功均变负，亦即土体发

生了静态液化失稳。 

 

图 34 K0固结三轴试验应力路径 

Fig. 34 Stress paths of K0-consolidated undrained traxial tests 

 

图 35 二阶功变化情况 

Fig. 35 Evolution of second-order work 

对于松散砂土边坡而言，需要采用能够反映砂土

静态液化特性的稳定性分析，才能够对其安全性进行

合理评估。黄茂松等[77]推导了状态相关砂土本构的隐

式积分计算方法，以二阶功为负作为液化判别准则，

分析并对比了不排水条件下松砂平面应变试验试样在

快速加载和慢速加载情况下的静态液化现象。对于快

速准静态加载情况，由图 36，37 可知，荷载在峰值处

虽然土样发生失稳（二阶功变负），但是并无明显的剪

切带，随着加载继续，剪切带产生。 
海底人工堆积砂土边坡常常只有很缓的坡度，但

失稳事故仍然会出现。黄茂松等[77]考虑了在海底人工

堆积过程中的粉质砂土边坡由于堆积荷载导致的静态

液化现象，计算模型如图 38 所示。若土坡四周排水条

件较差，且堆积过程较快，可假定此过程中土坡处于
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不排水状态。失稳时土坡的二阶功为负的分布即静态

液化区域，如图 39 所示。 

 

图 36 塑性剪应变分布云图 

Fig. 36 Distribution of plastic shear strain 

 

图 37 二阶功分布云图 

Fig. 37 Distribution of second-order work 

 

图 38 水下砂土边坡受堆积荷载示意图 

Fig. 38 Schematic diagram of submarine sand slope subjected to 

 a construction load 

 

图 39 当堆积荷载 q 达到 46 kN/m 时二阶功为负区域 

Fig. 39 Region of negative second-order work under construction  

 load q of 46 kN/m 

2  饱和软黏土强度特性与地基稳定性 
2.1  K0固结饱和软黏土的不排水抗剪强度 

合理确定饱和软黏土尤其是 K0 固结饱和软黏土

的不排水抗剪强度对岩土工程实践而言尤为重要。众

所周知，固结不排水剪切试验可以确定总应力强度参

数 ccu和 cu ，也可以确定有效应力强度参数 c和 。
从土力学原理来说，固结不排水剪切试验得到的总应

力强度参数 ccu和 cu 不宜直接使用，应该根据原位的

有效固结压力换算成不排水强度 cu，然后按 u = 0 的

方法进行分析[78-79]。 
等向正常固结黏土的不排水抗剪强度也可由临界

状态理论进行推导，根据修正剑桥模型的屈服函数，

可以得到不排水抗剪强度的表达式[80]。准确描述原位

土体在 K0固结状态下的不排水抗剪强度更加重要，另

外由于开挖等原因形成的超固结应力历史也对饱和黏

土的不排水抗剪强度造成很大的影响。有不少学者开

展了 K0固结天然结构性黏土的变形、强度和本构模型

的研究，魏星等[81]，Huang 等[82]建立了天然结构性黏

土的三维各向异性边界面模型，如不考虑黏土的结构

性，其屈服面方程如下： 
2

2
c c

2( )( ) ( 1) 0
qRf p p p p R

R





        ， (24) 

式中， 23q J  ， 2
1
2 ij ijJ s s 

  ， / 3ij ij kk ijs s    ，

2 2 2( )[2 ( 1) 4 ( 1) ( ) ] / 2M R M R M M             

3 / 2ij ij   。其中， ij 为各向异性张量，表征土

体各向异性的程度， 为 p–q 空间中屈服面的倾斜

角，为 ij 的第二不变量， ijs 为折减应力偏量，qα 为

折减等效剪应力，R 为形状参数，M 为临界状态应力

比。M 可由折减的应力 Lode 角  定义如下[82]： 
1/ 44

c 4 4

2( )
(1 ) (1 )sin3

mM M
m m






 
     

 ， (25) 

式中，m 为土性参数，表示 p–q 平面内轴对称拉伸应

力状态（b=( 2 3  )/( 1 3  )=1）的临界状态线斜率

Me 与轴对称压缩应力状态（b=0）的临界状态线斜率

Mc之比，即 m=Me /Mc。 
在各向同性压缩条件下， cp 的硬化规律为 

p
c v

c * *( )
pp 

 





   ，          (26) 

式中， *
0/ (1 )e   ， *

0/ (1 )e   ，e0 为初始孔

隙比， p
v 为塑性体应变， p p

vd =d ii  ，  和 κ 分别为     
e–lnp 空间中正常固结线和回弹曲线的斜率。 ij 的旋

转硬化规律详见文献[81，82]，其第二不变量 的初

始值可由试验得到的初始屈服面的对称轴确定。 

尽管有不少学者开展了 K0 固结三轴不排水剪切

试验研究，但从理论上建立 K0固结黏土不排水抗剪强

度计算公式的研究并不多见，黄茂松等[83]利用各向异

性本构模型推导了 K0 正常固结土的不排水抗剪强度

公式，假设了初始屈服面关于正常固结 K0线对称，但

上海软黏土的试验结果并非如此，可以取 0 K0ncA  ，



16                         岩  土  工  程  学  报                                    2016 年 

Konc  3(1- 0ncK )/(1+2 0ncK )，A0为土性参数。 
对于 K0超固结黏土，上述研究的另外一个问题是

将以有效上覆压力表示的回弹线斜率作为一个常数

来处理，事实上由于静止土压力系数 K0 随超固结比

OCR 的显著变化，显然是与 OCR 密切相关。为此，

纠永志[84]根据上海软黏土的试验结果给出了一个修

正表达式： 
1 1u v0 OC

u vm NC

( / )
OCR OCR

( / )
c
c

 
 


 

 


 

  。  (27) 

对于正常 0K 固结土（OCR 1 ）， 

K0
2 2

u nc0nc

vm

0

C

K c

N

n1+2 2
=

3 2 2 ( )
c K MM

M M

 
 

 



    
      

，(28) 

0nc

0oc

1 2ln ln(OCR)
1 2

=  
ln(OCR)

K
K



 
   ，       (29) 

式中，为有效上覆压力表示的回弹线斜率，不是常

数，应该与 OCR 有关。 
对于 K0 正常固结黏土，如近似取 A0=1.0，  

= K0nc ，这样不排水抗剪强度的表达式可简化为   

0

u  

1+2
 

3 2 2

y

K M M

c

M

 





 



 

  






 
 

，

，
     (30) 

式中， 为有效重度，y 为土层深度。上述公式体现

了原位不排水抗剪强度的非均质性。 
Huang 等[82]、柳艳华[85]通过上海天然软黏土的空

心圆柱不排水剪切试验得到了不排水抗剪强度随主应

力轴旋转角度的变化规律。尽管可以采用复杂的旋转

硬化弹塑性边界面模型进行模拟[85]，但从饱和黏土地

基稳定性角度来说需要一个简单实用的公式。黄茂松

等[83, 86]根据 Casagrande 等[87]提出的黏性土各向异性

强度计算公式，并定义各向异性系数 k = cuh/cuv，可得

到 K0固结黏土的各向异性强度表达式：  

2 0
u

1 2
( ) (1 )cos

6 2

 
+

K Mc k k M y
M

Mk
M

 


 



  








           

   

  

，

，

          

(31) 
式中，  为大主应力方向与竖直方向的夹角。 

上述公式与 Ladd[88]的 Boston Blue 黏土的直剪试

验结果、柳艳华等[89]的上海软黏土空心圆柱扭剪试验

结果以及 Hong 等[90]的空心圆柱扭剪试验结果的对

比如图 40 所示，可以发现计算结果与试验数据有着

较好的一致性，说明了上述黏土各向异性强度公式的

适用性。 

 

图 40 各向异性强度公式与试验结果的对比 

Fig. 40 Comparison between calculated results by anisotropy  

.strength formula and experimental data 

2.2  饱和软黏土强度的循环弱化特性 

黄茂松等[91]、柳艳华等[89]在映射准则的定义中采

用映射中心可移动的方法，建立了一个可以描述循环

荷载下结构性饱和软黏土力学特性的各向异性弹塑性

模型。对于循环荷载作用下的软黏土地基问题，虽然

采用边界面模型或套叠屈服面模型可较为真实地反映

土体应力应变特性，但由于采用传统的小步长积分方

法来模拟一个循环加载过程，对于长期循环加载计算

难以实现。 
长期往复荷载作用下，饱和软黏土强度和刚度的

衰减是近海桩基础设计必须考虑的。黄茂松等[92]利用

带弯曲元的循环三轴仪开展了相关的试验研究，图 41
给出了未受循环荷载作用前与受循环荷载作用后的不

排水静力三轴试验的有效应力路径，从图中可以看出

临界状态线的唯一性。 

 

图 41 不排水三轴试验有效应力路径 

Fig. 41 Effective stress paths of undrained monotonic triaxial tests 

为了合理描述饱和软黏土的长期循环加载特性，

引入动偏应力水平 Dd，定义为 d d ult/D q q ，其中 dq 为

动应力峰值， ult u2q c ，cu 为不排水抗剪强度。循环

加载后不排水抗剪强度的衰减可以用动偏应力水平

dD 来描述，图 42 为抗剪强度衰减量（循环 5000
次）与动偏应力水平的关系曲线，Dd可以反映饱和黏
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土循环荷载作用后不排水抗剪强度弱化的特性。 

 

图 42 抗剪强度衰减量与动偏应力水平关系 

Fig. 42 Relationship between undrained shear strength degradation  

.and dynamic deviatoric stress level 

为了便于在实际工程应用中考虑循环荷载作用下

饱和软黏土强度的弱化特性以及在有限元数值分析中

的实现，可以采用轴向累积塑性应变 p 来描述循环荷

载作用下饱和黏土不排水抗剪切强度和剪切模量的衰

减，如图 43 所示。强度衰减比的具体表达式为 
p

u umax res res/  (1 ) e bc c        ，    (32) 

式中， umaxc 为黏土初始不排水抗剪强度， uc 为循环加

载后衰减的不排水抗剪强度，b 为衰减系数，δres为残

余衰减比。 

 

图 43 强度衰减比和轴向循环累积应变的关系 

Fig. 43 Relationship between strength reduction ratio and cyclic  

cumulative axial strain 

饱和软黏土的循环弱化也可以直接利用循环累积

变形进行分析，有限元分析方法详见 2.3 节。因此，

建立循环荷载下饱和软黏土累积变形的显式模型也是

必要的，已有不少学者提出了考虑各种影响因素的经

验模型，但模型参数的物理意义往往不够明确，且缺

乏足够的试验验证。引入动偏应力水平 Dd，饱和软黏

土循环加载下轴向累积塑性应变 p 可表示为 
p m c b

d c a( / )aD p p N    ，       (33) 

式中，pc为有效围压，N 为循环次数， a ，b，c 和 m
为模型参数。此模型已在各种应力路径下的循环加载

试验中得到验证[93-95]。 

2.3  饱和软黏土弹塑性静动力有限元分析方法 

饱和软黏土弹塑性静动力有限元分析方法包括不

排水弹塑性有限元方法和排水弹塑性有限元方法。 
（1）不排水弹塑性有限元分析方法 
饱和软黏土弹塑性有限元分析可以采用以下 4 种

本构模型：①基于总应力的经典弹塑性模型，比如

Tresca 和 von Mises 模型，再加上不排水循环累积形

变的经验公式或不排水强度循环弱化的经验公式；②

基于总应力的动力弹塑性模型，比如基于运动硬化准

则的套叠屈服面模型（Prevost[96]；王建华等[97]），这

类模型的屈服面方程仍然是基于 Tresca 或 von Mises
准则，只是采用运动硬化的概念来模拟不排水循环累

积形变；③基于有效应力的经典弹塑性模型，比如

Mohr–Coulomb 模型、Drucker–Prager 模型或修正剑桥

模型再加上不排水循环累积形变和排水循环累积体变

的经验公式，排水循环累积体变也可以利用不排水循

环累积孔压来计算（Zienkiewicz 等[98]）；④基于有效

应力的修正剑桥模型的扩展形式，比如边界面模型和

套叠屈服面模型等。 
对于不排水动力弹塑性有限元分析，如采用第①

种总应力的本构模型： u
Td (d d )   D ，其中不排

水循环累积形变  Tu u u u
1 1 1d d , d / 2, d / 2     ，这样 

就可以完全按照一般的单相介质来处理。如果采用基

于第③种有效应力的本构模型： u
Td (d d     D  

d
vd /3)m ，其中 d

vd 为排水循环累积体变；或 d    

g
u

T (d d ) dp  D m ，其中 g T
d
vd dp K  为不排水循环

累计孔压，KT为土骨架体变模量，这样就必须要引入

不排水的体积约束条件： w v( / )d dp K n  ，d d     
dpm ，其中 n 为孔隙率，Kw为孔隙水体变模量。 

（2）排水弹塑性有限元分析方法 
对于排水弹塑性动力有限元分析，需要进一步考

虑循环加载产生的累积孔隙水压力消散的固结变形。

简单的处理方法是采用拟静力 Biot 固结方程，将动力

反应与孔压消散分开进行分析，这样可以采用基于总

应力的本构模型进行动力反应分析。而合理的方法是

采用动力 Biot 固结理论，因为事实上孔隙水压力的变

化过程和动力反应是分不开的，所用的本构模型必须

是基于有效应力的，从理论上来说采用修正剑桥模型

的扩展形式，比如边界面模型或套叠屈服面模型，能

比较完整地模拟循环荷载作用下黏土的变形特性，无

疑更加合理。 
动力固结分析通常采用以固相位移 u和孔隙水压

力 p 作为基本变量的 u–p 形式，但使用等价近似插

值函数的常规有限元方法，在求解渗透系数较小且孔

隙水压缩性可以忽略不计的饱和土动力学 u–p 形式
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时存在数值上的困难。Zienkiewicz 等[99]首先基于矢量

分解方法提出了一种适合于 u–p 形式的半隐式交叉

时域解法（显式–隐式交叉），但此方法对不可压缩问

题的有效性非常依赖于所使用的时间步长，这对于弹

塑性问题或不均匀网格情况会导致孔隙水压力计算值

的严重数值震荡，为此 Huang 等[100]进一步提出基于

矢量分解的隐式–隐式交叉解法，不仅仅是由于它的无

条件稳定性，与 Huang 等[101]提出的隐式–隐式交叉解

法的稳定性一致，而且还因为可以引入单元分解因子

δ，但事实上隐式–隐式交叉解法的稳定性要求将限制

单元分解因子 δ 的选择。Zienkiewicz 等[102]、Huang
等[103]以及黄茂松等[104]提出了一种对孔隙水流动守恒

方程直接修正的稳定方法（直接 方法）。 
以上讨论的是动力分析方法，而对于静力问题或

拟静力问题，可以采用 von Mises 或 Tresca 模型将饱

和黏土视为单相介质进行不排水分析；也可以采用

Mohr–Coulomb 模型、Drucker–Prager 模型或修正剑桥

模型等将饱和黏土视为两相介质，并结合 Biot 固结理

论进行排水和不排水分析。下面通过两个算例说明不

同本构模型的应用。 
（3）饱和软黏土地基承载力特性与循环弱化分析 
本算例主要是为了说明基于 Tresca 或 von Mises

模型与基于修正剑桥模型的不排水分析的区别，当采

用 Tresca 或 von Mises 模型时将利用修正剑桥模型参

数通过式（30）确定与上覆有效应力有关的不排水抗

剪强度的非均质特性。假设修正剑桥模型的参数为：  
= 0.212，κ = 0.046，M = 1.277，eГ = 1.885；其它材料

参数为：有效重度   =6.8 kN/m3，K0 =0.6，泊松比

 =0.35。对于 Tresca 理想弹塑性和 von Mises 运动硬

化模型，根据初始 K0固结应力状态和修正剑桥模型计

算初始孔隙比，然后计算体变模量 0 (1 ) /K e p   ，

再根据泊松比计算出剪切模量，并利用不排水单相介

质的泊松比（ =0.5）计算不排水单相介质的杨氏模

量。而不排水抗剪强度的非均质可表示为深度 y 的关

系，即 cu = cu0+ζ y（图 44），其中 cu0为地表处的不排

水抗剪强度（对正常固结黏土 cu0 = 0），取修正系数

A0=0.844，由式（30）可计算得 α = 0.46，ζ = 2.35 kPa/m。

另外 von Mises 运动硬化模型的初始屈服面取 0.2qmax 

= 0.2 3 cu，在不排水单相介质有限元计算中取泊松比

 =0.499。 
分析模型中取条形基础宽度 B = 2 m，模型宽度和

深度分别为 10B 和 5B。在饱和多孔介质计算中，取很

小的渗透系数，所有边界均设为不排水。图 45 为采用

上述 3 种模型计算得到的荷载位移曲线，可以发现获

得的地基极限承载力是基本一致的，说明了在不排水

单相介质计算中考虑不排水抗剪强度非均质性的必要

性。 

 

图 44 地基承载力与强度非均质描述 

Fig. 44 Problem definition of bearing capacity of strip foundations  

.and variation pattern of undrained shear strength 

 

图 45 各种模型计算得到的地基承载力 

Fig. 45 Comparison among bearing capacities obtained by  

different models under undrained condition 

下面讨论不同排水条件时循环荷载作用下饱和软

黏土地基承载力的衰减。事实上饱和软黏土地基在长

期循环加载过程中是不可能完全不排水的，因此可以

采用基于有效应力的边界面弹塑性本构模型和Biot动
力固结理论进行饱和软黏土循环加载分析，从而获得

累积变形和孔压的分布情况，然后再进行不排水静力

弹塑性分析得到循环弱化后的极限承载力，这样的分

析方法在理论上无疑是最合理的。地基土有关材料参

数同上，其他边界面模型参数不再一一列出。循环荷

载 qc分别为 0.2qu，0.3qu和 0.4qu（qu为不排水地基极

限承载力），荷载频率为 1 Hz，循环次数为 100 次，

有限元分析模型尺寸为 10 m×20 m。图 46 给出完全

不排水和顶部排水（渗透系数为 1×10-6 m/s）条件下

地基承载力的循环弱化规律，可见排水条件的明显影

响。 
上述分析方法可以扩展应用于考虑排水固结影响

的大直径单桩承载力的长期循环弱化特性分析，这方
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面的研究正在进行中。 

 

图 46 不同排水条件下地基承载力循环弱化 

Fig. 46 Degradation of bearing capacity under cyclic loading for 

different drainage conditions 

（4）不排水软黏土中大直径单桩循环加载分析 
由于波浪力、风力和风机机组运行的荷载作用，

海上风电的桩基会承受长期循环往复荷载作用，从而

会引起桩基承载力的衰减和累积变形。针对黏土不排

水条件，土体模型采用基于修正 Tresca 屈服准则的理

想弹塑性模型，通过累积塑性应变考虑循环荷载作用

下桩周土体不排水抗剪强度的弱化，刘莹等[105]利用有

限元法对循环荷载作用下海上风电单桩基础竖向承载

力的循环弱化进行了分析。 
俞剑[106]进一步对饱和 Kaolin 黏土中的大直径单

桩水平循环加载离心模型试验进行了数值模拟，模型

桩原型尺寸桩长 14 m，入土部分为 12 m，直径 2 m，

图 47 为 T-bar 贯入试验得到的不排水抗剪强度剖面，

据此可以确定强度循环弱化参数。图 48 为计算得到的

桩顶滞回曲线，图 49 为循环位移幅值 0.1D 时桩顶反

力衰减试验结果与有限元方法分析结果的对比，二者

之间承载力弱化规律基本一致，表明了有限元方法的

合理性。 

 

图 47 T-bar 贯入试验结果 

Fig. 47 Results of T-bar penetration tests in saturated Kaolin clay 

 

图 48 桩顶滞回曲线 

Fig. 48 Hysteresis load-displacement curves at pile tip 

 

图 49 桩顶反力循环衰减曲线 

Fig. 49 Degradation of reaction force at pile tip with  

..respect to cycle number 

为克服理想弹塑性 Tresca 模型存在的不足，在各

向同性的硬化准则中引入了以等效塑性变形为变量的

弱化规律，采用非线性运动硬化准则描述土体的循环

滞回特性，同时考虑土体刚度的弱化。此运动硬化总

应力模型为 ABAQUS 内置材料模型，而材料刚度的

弱化可以利用用户子程序 USDFLD 中场变量实现。为

了验证该本构模型用于循环荷载下单桩承载力特性分

析的有效性，黄茂松等[107]、Huang 等[108]提出了基于

非线性运动硬化准则的饱和软黏土循环弱化模型，并

对 Poulos[109]双向循环荷载作用下饱和黏土单桩的 1g
物理模型试验进行了模拟，验证了分析方法的合理性。 

这里还进一步对 Zhang 等[110]的饱和 Kaolin 黏土

中刚性短桩水平循环加载离心模型试验进行三维弹塑

性有限元模拟。不排水强度弱化参数同样可以由 T-bar
循环贯入试验确定。图 50 为有限元法得到的不同循环

位移幅值下桩顶水平反力衰减与循环次数的关系，通

过与相应离心试验结果对比可以发现二者的规律基本

一致。图 51 为不同循环荷载幅值 Pc下有限元计算得

到的循环后桩顶水平极限反力 Pu 的衰减与循环次数

的关系。 
2.4  非均质与各向异性饱和软黏土地基稳定性分析 

这里着重讨论极限分析上限解与弹塑性有限元法

之间的比较，以及极限分析上限法与有限单元法的结

合。剪流区是内部发生能量耗散，而摩擦块（平动或
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转动）只在边界发生能量耗散。通过改变剪切流动区

的边界形状，可以有效地控制“流出”速度的大小和

方向，在上限法变形机构的构造中，剪流区能很好地

实现顺滑地转换速度方向，并可根据需要改变剪流区

外边界的形状来控制需要转换后速度的大小等。对于

内部速度大小完全一致的圆弧形剪切区，剪流推导方

法得到的总能量耗损与平动多块体推导方法是一致

的。对于简单的情况，间断摩擦耗能是有表达式的，

但是更为复杂的情况间断摩擦无法取极限得到表达

式。为了提高摩擦型机构上限解的精度，可以采用数

值上限分析方法，比如多块体上限法和极限分析有限

元法。从简单的解析形式来说，剪流与摩擦的结合往

往会获得比较满意的上限解。 

 

图 50 桩顶反力循环衰减曲线 

Fig. 50 Degradation of reaction force at pile tip with respect to  

cycle number 

 

图 51 桩顶极限反力与循环次数的关系 

Fig. 51 Relationship between ultimate reaction force at pile tip and  

.cycle number 

（1）K0固结饱和黏土地基承载力 
黄茂松等[111]、Huang 等[112]采用平动多块体上限

方法分析非均质和各向异性以及双层黏土地基承载力

的上限解。这些平动多块体上限解可以作为验证其他

简化方法的参考解，但由于多块体方法相对比较复杂，

因此并不适用于工程实践。在解析的极限上限分析中，

纯摩擦机构的解往往并不令人满意，而摩擦和剪流相

结合的破坏机构通常可以获得相当满意的结果。常用

的 Prandtl 和 Hill 机构就是典型的例子，但这两种机构

并不适用于非均质与各向异性黏土地基情况。本文在

Kusakabe 等[113]所提出解析机构的基础上，推广到非

均质和各向异性黏土条形基础地基极限承载力分析，

图 52 为上限分析所采用的破坏机构，图中的 ， ，

 三个角度可通过优化得到。 

 

图 52 条形基础的可变破坏机构 

Fig. 52 Transformable failure mechanism for strip foundations 

首先以强度非均质为例，对本文提出的解析破坏

机构进行验证。图 53 为无量纲地基承载力系数的对

比，可见传统的 Prandtl 机构无法合理考虑强度非均质

引起的承载力非线性变化，过高估计了地基承载力。

而本文解析机构所获得的上限值和多块体上限解以及

弹塑性有限元分析结果有较好的一致性。图 54 给出在

不同非均质参数 ζ 下优化后解析机构和多块体机构的

对比，二者的形态和演化趋势都基本一致，都随着非

均质系数的增长逐渐收缩，并伴随着基础脚点下的应

变（速度）集中加剧，进一步揭示了非均质影响地基

极限承载力的作用机理，以及 Prandtl 机构计算误差较

大的原因。 

 

图 53 非均质条件下地基承载力对比 

Fig. 53 Comparison among bearing capacities corresponding to 

 various non-homogenity coefficients 

同时考虑非均质和各向异性对 0K 固结黏土地基

承载力的影响是十分必要的，杜佐龙[114]对非均质和各

向异性黏土地基承载力进行了较为全面的弹塑性有限

元分析，图 55 给出了本文解析机构上限法、多块体上

限法以及弹塑性有限元对非均质和各向异性黏土地基

承载力的分析结果，三者基本吻合。 
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图 54 解析和多块体上限破坏机构对比 

Fig. 54 Comparison of failure mechanisms between analytical and  

.multi-block upper bound methods 

 
图 55 非均质和各向异性条件下地基承载力 

Fig. 55 Bearing capacities under combination of strength  

.non-homogenity and anisotropy 

（2） 0K 固结饱和黏土基坑抗隆起稳定性 
秦会来等[115]建立了黏土基坑抗隆起稳定性分析

的平动多块体上限解，并应用于土体强度非均质影响

分析；黄茂松等[116]则进一步利用块体集的方法改进了

平动多块体上限解。黄茂松等[83, 86]提出了 K0 固结黏

土基坑的 Terzaghi 和 Prandtl 机构上限分析方法，但是

与多块体方法相比仍然过高地估计了黏土基坑的抗隆

起稳定安全系数，因而难以真正应用于工程实践中。

黄茂松等[117]利用强度折减弹塑性有限元（SSRFEM）

和多块体上限法的分析结果，提出了一种改进的

Prandtl 机构，此机构解决了传统 Prandtl 机构在支护

结构入土深度较大时过高估计基坑抗隆起稳定性的问

题，但是在土体非均质与各向异性条件下仍然与多块

体上限法和弹塑性有限元法有着较大的差距。为此本

文进一步提出了一种修正的摩擦与剪流相结合的破坏

机构，如图 56 所示，图中的 B1，B2和 ，  两个角

度可以通过优化得到。 
为了验证本文提出的解析机构的适用性，采用以

下算例：H=9 m，cu=35 kPa， =20 kN/m3，支护结构

入土深度 D=0 m。解析机构上限解与多块体上限法、

SSRFEM、Terzaghi 机构以及 Prandtl 机构的计算结果

对比如图 57 所示，图中抗隆起稳定系数 Nc=Fs  H/cu，

其中 Fs为基坑抗隆起安全系数，优化后的解析机构和

多块体机构的对比如图 58 所示。由图 57，58 可以得

知，本文提出的解析机构得到的结果明显优于传统的

Terzaghi 机构和 Prandtl 机构，并且与多块体上限法和

弹塑性有限元的结果相当接近，优化后的修正机构也

与多块体机构非常接近。 

 

图 56 基坑抗隆起稳定的修正变形机构 

Fig. 56 Modified mechanism of basal stability of excavations 

 

图 57 H/B 对稳定系数的影响 

Fig. 57 Effect of H/B on stability factor 

 

图 58 H/B 对破坏机构的影响 

Fig. 58 Effect of H/B on failure mechanisms 

为了进一步分析土体非均质性和各向异性对基坑

抗隆起稳定性的影响，采用以下算例：H=6 m，B=12 
m， =18 kN/m3，不排水抗剪强度 cuh=cuh0+ζz，cuh0=8 
kPa。考虑土体非均质性时安全系数随非均质系数 ζ
的变化如图 59 所示，Terzaghi 机构和 Prandtl 机构明

显高估了基坑的抗隆起稳定性，而修正机构得到的结

果与多块体上限法和弹塑性有限元的结果均比较接
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近。杜佐龙[114]采用强度折减弹塑性有限元分析了非均

质和各向异性对基坑抗隆起稳定性的影响。在非均质

和各向异性条件下修正机构得到的结果与多块体上限

法和弹塑性有限元的结果对比如图 60 所示，计算结果

明与多块体方法的结果比较接近，但在各向异性系数

小于 1.0 时与弹塑性有限元有一定的差别。 

 

图 59 非均质系数对安全系数的影响 

Fig. 59 Effect of non-homogenity coefficients on safety factor 

 

图 60 各向异性系数对安全系数的影响 

Fig. 60 Effect of anisotropic coefficients on safety factor 

（3）非均质饱和黏土中二维纵向隧道开挖面稳定 
黄茂松等[118]、Huang 等[119]建立了非均质黏土地

基中二维环向和纵向隧道开挖面稳定分析的多块体上

限解。在隧道开挖面二维纵向稳定分析中，目前常用

的解析上限解为由Davis等[120]提出的由 3个块体构成

的纯摩擦的破坏机构。为了得到更合理的解析上限解，

Huang 等[119]进一步提出了一种改进的摩擦和剪流相

结合的破坏机构（图 61），改进机构由对数螺旋线的

剪流区和两个平动块体构成。为提供对比，周维祥[121]

采用逐渐减少支护压力的弹塑性有限元分析方法，分

析了非均质饱和黏土地基中隧道开挖面二维环向、二

维纵向以及三维稳定性。 
为验证所提出的改进简化机构，取埋深比

C/D=1 ～ 5 ，重度参数 u0/D c =0 ，非均质参数

ζD/cu0=0～1，取 D=6 m，cu0=6 kPa。改进简化机构得

到的极限支护压力与多块体上限法、上限有限元法

（Augarde 等[122]）、弹塑性有限元法、Davis 的 3 块体

上限解的对比如图 62 所示，可以看出，改进简化机构

的结果非常接近多块体上限法的结果，并且明显优于

Davis 的 3 块体上限解。 

 

图 61 二维纵向稳定性简化机构 

Fig. 61 Simplified mechanism for plain strain heading 

 

图 62 改进机构上限解与现有解的对比 

Fig. 62 Comparison among solutions by modified upper-bound  

method and existing methods 

土体的非均质性对极限支护压力的影响如图 63
所示，改进简化机构的计算结果与多块体上限法、上

限有限元法、弹塑性有限元法均比较接近。 

 

图 63 非均质性对稳定系数的影响 

Fig. 63 Effect of non-homogenity on stability factor 

（4）饱和黏土中三维隧道开挖面稳定 
宋春霞等[123]建立了均质黏土地层中三维隧道开

挖面稳定性的多块体上限分析方法，此方法采用截椭

圆柱体构造多块体平动破坏模式，克服了现有三维多
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块体平动破坏模式与隧道开挖面不完全接触的缺陷，

但是三维多块体平动破坏机构需要复杂的构造与优化

过程。宋春霞等[123]提出了剪流与摩擦相结合的剪流–
转动简化破坏机构（图 64），剪流–转动简化破坏机构

由接近于地表的剪流块体和开挖面附近的转动块体构

成。 

 

图 64 三维隧道剪流-转动机构 

Fig. 64 Shear flow-rotational mechanism for a 3-D tunnel 

剪流–转动简化机构的计算结果与平动多块体上

限法、弹塑性有限元[121]以及 Davis 的 3 块体上限法的

对比如图 65 所示，可以看出，剪流–转动简化机构不

仅大大改善了多块体平动机构的结果，也明显优于

Davis 的 3 块体上限解，并且也接近弹塑性有限元的

结果，但与离心试验的结果[124]仍有差距。上述方法可

以用于非均质黏土地基分析中。 

 

图 65 C/D 对稳定系数的影响 

Fig. 65 Effect of C/D on stability factor 

（5）饱和黏土中大直径单桩三维水平极限承载力 
目前刚性桩侧向极限承载力的三维相容速度场仅

有 Murff 等[125]提出的直线型间断面楔形体机构，但由

于楔形体直线破坏面的形式与实际情况不符，因而导

致其承载力偏大。为此，Yu 等[126]采用了如图 66 所
示的三维破坏机构，得到了黏土中大直径刚性单桩水

平极限承载力的三维上限解。其所采用的破坏机构也

包括摩擦区和剪流区的结合，并考虑了深层塑形流动

区和地表处楔形体以及桩底以下未扰动土体（刚块）

间转换界面上由摩擦引起的能量耗散，因而其获得的

承载力是严格的上限解。图 67 对比了本文方法与

Murff-Hamilton 方法以及 API 规范之间的差别，本文

的上限解明显优于 Murff-Hamilton 解。 

 

 

图 66 破坏机构示意图 

Fig. 66 Failure mechanisms 

 
图 67 承载力剖面对比  

Fig. 67 Comparison among bearing capacity profiles 

与基于刚塑性假设的极限分析方法不同，在不排

水条件下进行有限元分析时，泊松比 往往取接近但

小于 0.5 的值，那么当变形较大时体积变形将不断累
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积在桩后形成明显的孔洞，并在深层产生所谓的空隙

流动。而事实上，对不排水饱和黏土不应存在空隙流动。

俞剑[106]在 ABAQUS 中采用任意拉格朗日-欧拉自适

应网格（ALE）技术对三维水平受荷桩进行了全面的

有限元分析。图 68 显示了无重土在不同刚度比下的极

限抗力沿深度的分布，在楔形体部分，有限元的承载力

和极限分析吻合良好，但在塑性流动区，不同的刚度因

子对应着不同的极限承载力，即不同的空隙体积，对于

刚度比足够大的情况下，承载力已十分接近上限解。 

 

图 68 极限抗力分布随刚度因子的变化 

Fig. 68 Profiles of ultimate resistance forces along pile depth  

    under various rigidity coefficients 

图 69 显示了有限元和极限分析得到的转换平面

深度。当刚度因子较小（Es /cu = 300）时，由于需要

更大的竖向应力以形成塑性流动，从而转换平面远低

于极限分析的结果。但 Es /cu = 10000 时所对应的转换

平面深度已和极限分析结果相当接近，这也验证了前

述三维破坏机构的合理性。 

 

图 69 不同方法得到的转换平面深度对比 

Fig. 69 Comparison of transformation depths for failure  

..mechanism obtained by different methods  

2.5  不排水黏土地基虚拟加载上限分析方法 

极限分析上限法可以有效地获得各类基础工程问

题的极限承载力，但其只能获得极限承载力，而无法

获得荷载位移曲线，即使采用极限分析有限元法也是

如此。建立能够同时获得极限承载力和荷载位移曲线

的分析方法是十分必要的。弹塑性有限单元法具有同

时获得荷载位移曲线和极限承载力的能力，但由于受

迭代收敛性、本构模型等弹塑性分析复杂性的限制，

往往难以在工程实践中得到广泛应用。基于塑性上限

理论的 MSD 方法（Bolton 等[127]），可通过连续相容

的变形场和土单元的应力应变关系获得整个加载过程

的荷载位移曲线。但此方法假设变形场在整个加载过

程中保持不变且土体强度一致发挥，所以获得的承载

力往往明显偏大。Klar 等[128]将 MSD 法扩展到 EMSD
法，引入虚拟加载步，允许变形场随加载序列而变化，

并通过土单元离散考虑了土体内各处强度的不均匀发

挥，因此有更高的计算精度，但每个加载步的变形场

都需由优化获得，实现过程复杂，计算量相当大。 
黄茂松等[129]在 EMSD 法的基础上提出了一种虚

拟总量加载上限方法（T-EMSD 法）——弹性虚拟加

载上限方法，该方法通过一定数学变换，可以将塑性

上限定理改写为 
*

s2 ( ) d d dij ij ij i i i iV
G V T u S f u V            ， 

(34) 
式中， s s u s[ ( )] Min[ / ]ijG G s   ， （以理想弹塑性应

力应变关系为例）， s 为土体内部最大剪应变。若将

s[ ( )]ijG   视为弹性剪切模量，则上式在形式上是弹

性形式的虚功方程，这样便将求解极限分析上限解的

塑性问题转化为求解以 G( s )为等效剪切弹性模量、  
= 0.5 的弹性问题。传统塑性极限分析中不存在弹性模

量的概念，但经过上述数学转化后的弹性虚拟加载上

限法，在每个加载步中都存在等效剪切模量，这样便

可通过平衡方程、位移协调方程和弹性本构方程求得

荷载的一个上限，而无需构造速度场。一般工程材料

的模量随应变的累积而降低，对其应用弹性虚拟加载

上限法时，重复迭代获得的荷载最终将收敛到原问题

的最优上限值，即通过迭代计算实现传统上限分析中

的最优化过程。俞剑[106]还提出一种可以计算桩变位后

对承载力影响的虚拟总量加载上限方法，但该方法并

不是通过迭代，而是优化桩前和桩后两个楔形体。 
（1）基于弹性解析解的虚拟加载上限分析方法 
下面针对饱和黏土中的水平受荷桩说明基于弹性

解析解的虚拟加载上限分析方法的适用性。Klar[130]

曾通过土体的应力应变关系推导了深层二维情况 p–
y 曲线（MSD 法），但其通过极限分析上限法得到的

桩周应变值估算严重偏大导致其成果仅作为理论上的

探讨而无法用于实践。为此，结合刚性圆盘在环状介

质中受水平力作用下的弹性力学解，黄茂松等[129]用刚

环将土体分为两个区域（图 70），在非线性区中又将

土体分为 n 层以区分桩对周围扰动程度的不同。根据
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前述与上限分析等价的虚拟加载理论，再应用桩周平

均剪应变和土体的应力应变关系得到桩周土体在加载

过程中的平均屈服应力即已发挥的土体强度，以此确

立二维情况下桩身位移和桩周土反力的关系即 p–y
骨干曲线。 

 
图 70 基于环状弹性介质解的完整和扰动区域模型 

Fig. 70 Intact and disturbed zones based on elastic solution to 

.ringed model 

图 71 给出虚拟加载上限分析方法（T-EMSD）与

EMSD 法（Klar 等[128]）以及有限差分法（FLAC）和

有限单元法（ABAQUS）的对比，可以发现本文方法

更加接近弹塑性数值方法，具有良好的一致性。图中

r0为桩的半径，cu为土体的不排水抗剪强度，Gs 为土

体的剪切模量，Ir = Gs /cu为无量纲刚度系数，假设桩

土界面为完全胶结的情况。 

 
图 71 完全胶结桩各种方法对比（理想弹塑性模型） 

Fig. 71 Comparison of bonded pile among various methods  

(elastic perfectly plastic model) 

图 72 给出了 API 规范的极限承载力和修正 Vesic
模量（黄茂松等[129]）沿桩身的分布规律。这两个参数

将直接影响桩周土体平均剪应变的发挥程度，从而影

响不同深度 p–y 曲线的发展，最终实现 p–y 曲线从

二维到三维的推广。 
分别采用 API 承载力系数和 Yu等[126]提出的承载

力系数（2.4 节（5）条）对水平受荷桩的三维 p–y
曲线进行分析，并与 ABAQUS 有限元计算结果进行

比较。分析大直径单桩的长径比 L/D=10，土体刚度因

子 Es /cu=500，泊松比 =0.495，单桩的柔度系数 KR= 
EpIp/ (EsL4)取 1 和 10-4，图 73 给出了土体强度比

u / ( )c D  = 1.5 时各种分析方法的计算结果，可以发现

采用 Yu 等[126]承载力系数和虚拟加载上限方法得到的

桩顶荷载–位移曲线更接近弹塑性有限元计算结果。

俞剑[106]还对 Kaolin 黏土中的大直径水平受荷桩离心

模型试验（详见 2.3 节（4）条）的桩顶荷载–位移曲

线进行模拟。图 74 为离心机模型试验结果、有限元以

及虚拟加载上限方法得到的桩顶荷载–位移曲线的对

比，充分验证了本文虚拟加载上限方法的合理性。 

 
图 72 水平桩地基模量和极限承载力沿深度分布 

Fig. 72 Profiles of subgrade modulus and ultimate bearing  

capacity 

 

图 73 桩顶荷载位移曲线分析结果 

Fig. 73 Load-displacement relationships at pile tip obtained by  

different methods 

 
图 74 桩顶荷载位移关系曲线 

Fig. 74 Load-displacement relationships at pile tip 
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（2）基于弹性有限元的虚拟加载上限分析方法 
基于弹性力学解析解的虚拟加载上限法可通过弹

性迭代计算获得塑性上限值，但其仍需要提前获得弹

性解析解，这大大限制了其推广应用。因弹性问题的

解析解难以获得，可通过弹性有限元法获得各类问题

的弹性数值解，因此可以很自然地想到通过弹性有限

元来实现虚拟加载上限法。图 75 为采用弹性有限元虚

拟加载上限法和弹塑性有限元对二维水平受荷桩分析

的结果，其分析结果在整个加载阶段与弹塑性有限元

有较好的一致性，且在极限段的精度明显优于 EMSD
法而更接近上限值 11.94。图 76，77 分别给出应用弹

性有限元虚拟加载上限法分析双层地基承载力以及考

虑强度各向异性的地基承载力，其分析结果和弹塑性

有限元以及上限有限元和多块体上限法的计算结果相

近，验证了其分析各类复杂问题的有效性。弹性有限

元和虚拟加载上限法结合可通过弹性迭代计算可以获

得塑性上限值，与传统塑性上限法及 MSD 法相比其

真正实现了无需构造速度场或获得弹性解析解，因而

可以方便地用于研究各类问题；与弹塑性有限元相比

其计算效率和收敛性更优（限于不排水条件）。以弹性

有限元虚拟上限法为基础，进而考虑更复杂的情况如

循环加载以及多向荷载作用，是其下一步发展的趋势。 

 

图 75 完全胶结桩荷载位移曲线对比(理想弹塑性模型) 

Fig. 75 Comparison of fully bounded pile load-displacement  

.curves (elastic perfectly plastic model) 

 

图 76 条形基础双层地基极限承载力 

Fig. 76 Ultimate bearing capacity of strip foundation over two  

layered subgrade 

（3）基于虚拟加载上限方法的三维桩侧静力和循

环弱化分析 
利用基于土体循环应力应变关系的 p–y 曲线，结

合循环弱化公式比较合理地模拟了循环加载下的滞回

曲线，从而计算出桩身在加载过程中的承载力退化以

及累积变形，但这类方法在计算大循环次数下的桩顶

刚度弱化仍需通过滞回圈的精确模拟而得到，显然是

比较繁复的。同时离心模型试验中表明，桩身的静承

载力随着位移的增大不断提高，在较大的力循环幅值

下依然不会出现位移发散的情况，这两个不合常理的

现象需要合理解释。 

 

图 77 考虑强度各向异性的地基承载力 

Fig. 77 Bearing capacity of clays considering strength anisotropy  

传统极限分析上限方法得到的极限承载力是基于

结构物和土体处于初始状态，因为极限分析理论基于

刚塑性假定。考虑桩身变位对于能量耗散的贡献项，

可得考虑桩身变位的桩顶承载力系数 N0表达式为 

u0 max u0 t0
0

u0,av 0 u 0,av 0 u0,av

2 d d
V A

c V c v APN
c DL v c DL v c DL

 
    

 

pile G

0 u0,av

sin di iV
G z f v V

v s DL

   
  ，     (35) 

式中，Gpile 为桩的重力， 和为桩身变位后的转角

以及角速度，zG为桩重心到加载点的距离。 
考虑桩身变位的速度场如图 78 所示，有关速度场

及能量耗散的具体表达式详见文献[106]。图 79 展示

了基于桩身变位后速度场的上限加载理论与离心模型

试验静力加载结果的对比。由于模型桩在试验时为了

测试桩身弯矩而在桩身侧壁贴有应变片并又包裹环氧

树脂进行防水处理，且环氧树脂是相对光滑的，因此

试验结果更接近虚拟加载上限方法中桩土光滑接触情

况的计算结果。 
所提出的虚拟加载上限方法是一种可以近似替代

大变形弹塑性有限元的简化计算方法，为了进一步验

证简化计算方法的合理性，这里采用 ABAQUS 提供

的 Coupled Eularian Lagrangian（CEL）有限元方法对
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离心模型试验进行模拟。前面我们采用 ALE 大变形有

限元技术分析了桩在平动情况下的水平极限承载力，

然而本次模拟涉及到了桩身的旋转，ALE 技术已无法

胜任如此巨大的网格变形，此时 CEL 是一种可供选择

的方法。图 79 给出光滑情况下的 CEL 有限元计算结

果，CEL 计算结果与虚拟加载上限法结果基本一致。

CEL 有限元模型中采用 1497600 个 EC3D8R 单元，桩

身采用 2576 个 C3D8R 单元，土体采用 Tresca 材料，

泊松比为 0.499。 

 

图 78 考虑桩身变位的速度场 

Fig. 78 Velocity fields for laterally loaded pile considering pile 

.shaft deformation 

 

图 79 桩顶反力与桩顶位移的关系 

Fig. 79 Load-displacement relationships at pile tip 

针对桩侧循环加载弱化分析，关键在于桩身在土

体中进行一次加载或卸载时土体中所累积的剪应变

pile 的计算，这里借鉴了 Einav 等[131]用于 T-bar 的概

念，详见文献[106]。这样进一步采用饱和黏土不排

水抗剪强度循环弱化模型，得到位移循环幅值为

0.1D 下的桩顶反力弱化规律，与试验结果的对比如

图 80 所示。 
上述虚拟加载上限分析方法可以推广应用于隧道

开挖面稳定与地表沉降分析，Osman 等[132]和 Klar 等[133]

采用了 MSD 方法进行二维环向隧道开挖和三维隧道

开挖的分析中，可以预计 T-EMSD 方法的应用将会有

效地改善计算的精度，这方面工作有待进一步开展。 

 

图 80 桩顶反力循环弱化对比 

Fig. 80 Comparison of reaction force degradations at pile tip  

..between analyses and test results 

3  结   语 
本文介绍了砂土失稳机理、砂土地基承载特性和

土体稳定性分析方法、饱和软黏土强度特性以及饱和

软黏土地基承载特性和稳定性分析方法等方面的研究

成果，得到了以下几点认识：①三维非共轴塑性理论

的引入有利于合理预测砂土平面应变和真三轴试验的

应变局部化失稳；②砂土的各向异性和状态相关特性

对应变局部化现象的预测有着显著的影响；③基于砂

土状态相关本构模型的应变局部化弹塑性有限元分析

方法为合理预测砂土地基的承载特性提供了新思路；

④基于状态相关本构模型的饱和砂土分散性失稳有限

元分析方法能够合理预测水下较缓边坡的静态液化现

象；⑤基于临界状态理论推导的 K0固结饱和软黏土不

排水抗剪强度公式能合理揭示上覆有效应力引起的强

度非均质特性以及不同主应力方向的强度各向异性；

⑥建立的饱和软黏土动力固结弹塑性有限元分析方法

有效地解决了低渗透性饱和软黏土有限元分析中的不

可压缩问题，结合不排水强度循环弱化公式或循环累

积变形公式，也可以合理预测循环荷载下饱和软黏土

地基承载力和桩侧承载特性的衰减规律；⑦建立有效

的极限分析方法可以获得更为可靠的饱和软黏土地基

稳定性的计算结果，同时还能考虑强度非均质性和各

向异性；⑧提出的不排水软黏土地基总量虚拟加载上

限分析方法，可以同时获得合理的极限承载力和荷载

位移曲线，并可以预测桩侧承载特性的循环弱化规律。 
尽管笔者在土体稳定与承载特性分析方法的研究

上取得了一些进展，但系统性和方法验证方面存在着

明显的局限性，还需要大量深入的研究工作。限于篇

幅，有关工程应用方面也未能作适当的介绍。 
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