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堆载作用下考虑土拱效应的被动桩变形内力半解析解 
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摘  要：为分析桩侧堆载作用下被动桩受力特性，首先在布辛奈斯克（Boussinesq）改进解的基础上推导出堆载作用下

地基土体的水平附加应力计算公式，进而得到被动桩基被动侧土压力计算表达式。在此基础之上，从土体的运动和应

力传递方式入手，对考虑被动侧成拱的 Ito 局部塑性变形理论进行改进，从而解得被动桩桩身被动荷载分布。最后，根

据考虑轴向荷载 P  效应影响的三参数非线性弹性地基梁模型建立被动桩桩身弹性段与塑性段的微分方程组，求解过

程中应用矩阵传递法结合 Laplace 正逆变换解得被动桩变形与内力的半解析解，并用试验数据对半解析解进行验证。结

果表明，理论解与试验数据吻合较好。  
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Abstract: In order to analyze the behaviors of the passive piles under surcharge loads, firstly, a formula for the additional 

horizontal stress of subsoil is deduced from the modified solutions of Boussinesq. Furthermore, the computational expressions 

for the soil pressure on the passive side of passive piles are gained. Then, based on the soil movement and stress transfer 

approach, the distribution of passive load of passive piles is drawn by means of the improved theory of partial plastic 

deformation. Finally, differential equations for the elastic and plastic section of passive piles are established by using the 

tri-parameter nonlinear elastic foundation beam model considering the P effect which is caused by lateral load. The original 

method of combining Matrix-transfer-method with Laplace forward transformation and Laplace inverse transformation is used 

to solve the deformation and internal force of passive piles influenced by the surcharge loads. The proposed approach is verified 

by the data from an experiment. The results indicate that the computed and test results are in good agreement. The proposed 

approach has reference value for studying the bearing mechanism of passive piles due to surcharge loads. 
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0  引    言 
在港口码头、桥梁基础、工业厂房建筑等工程中，

桩基不仅直接承担作用于桩顶的主动荷载，而且需要

抵抗土体在自重或者外荷载作用下的侧向变形。尤其

是桥梁桩基础，如图 1 所示，随着沿海地区基础建设

的高速发展，必然引发围垦或大面积回填对既有或拟

建桥梁桩基的不利影响问题[1-3]。 
根据 De Beer[4]对桩分类的标准，这些桩属于典型

的被动桩。Franx 等[5]、Heyman 等[6]、Nicu 等[7]等进

行了大面积堆载对桩基础变形影响的现场观测和足尺

试验观测，取得了一系列的成果。李忠诚等[8]、陈福

全等[9]、聂如松等[10]、代恒军等[11]应用有限元对堆载

作用下被动桩受力特性进行了数值模拟与分析。Ito
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等[12]、陈永战等[13]利用砂槽模型对被动桩受力特性进

行了定性规律的研究。周健等[14]进行了被动桩试验及

颗粒流数值模拟。胡建荣等[15]基于 Poulos 理论和温

克尔地基反力法解得滑动土体与邻近桩基相互作用的

理论解。梁发云等[16-17]分别采用能量法与有限元法研

究了被动桩与土相互作用。 

 

图 1 堆载对邻近桩基的影响 

Fig. 1 Impact of surchage loads on pile abutment  

Randolph 等[18]指出，在被动桩的受力分析与设计

中，合理计算作用在桩上的侧向土压力最为关键。

Matlock[19]、Reese 等[20]、Guo 等[21]提出了主动侧土压

力的理论或经验计算公式；Ito 等 [22]、沈珠江 [23]、

Ctpofahob 等[24]提出了被动桩被动侧土压力理论计算

公式。 
横山幸满[25]假定地基反力系数为常数并求出了

长单桩变形和内力的解析解。通过假定地基反力系数

沿深度线性增加，赵明华等[26]求出了桩身响应的幂级

数解。张爱军等[27]基于土体弹性假设与 Winkler 地基

模型，解得抗滑桩一类被动桩的解析解。常林越等[28-29]

基于地基反力法和桩侧土体简化的弹塑性本构关系解

得单层与双层地基中水平受荷桩的解析解。张磊等[30] 
在考虑轴向荷载 P  效应和土体屈服的基础上基于

线性地基反力法解得桩身响应的幂级数解。上述的分

析中，桩均为主桩，而对于被动桩既考虑土体屈服又

考虑轴向荷载 P  效应的研究目前尚未见报道。 
本文首先根据 Boussinesq 改进公式推导出被动侧

土压力表达式，并以此公式为基础，对 Ito 理论进行

改进从而得到合理的桩身被动荷载。最后假定地基反

力系数沿深度非线性增加，考虑土体屈服，采用

Laplace 正逆变换求解桩身微分方程并应用矩阵传递

法求得完整桩身响应量。最后采用 Fortran 语言编制了

计算程序，并通过计算与模型试验的实测结果进行对

比来验证所得解和程序的可靠性。 

 

1  堆载作用引起的水平附加应力计算 
在工程实践中常采用朗肯理论计算局部超载侧压

力，但该法存在较多不足之处[31]。 
日本 1972 年的《建筑基础结构设计规范》采用了

如下简化公式计算超载侧压力： 
2

5
3
πx
Px z
R

    ，          (1) 

式中，P 为作用于坐标原点与地面垂直的集中力，x，
y，z 为所求点坐标， 2 2 2R x y z   。 

式（1）即为 Boussinesq 水平附加应力解第一项

值的两倍。本文推导堆载引起的水平附加应力均以式

（1）的 Boussinesq 改进解为推导理论基础。 
1.1  矩形面积上受均布荷载作用下的侧压力计算 

在推导过程中，统一假定：x 轴上的边定义边长

为 b，y 轴上的边定义边长为 l，计算点 M 距 z 轴的水

平距离为 a，如图 2 所示。 

 

图 2 矩形荷载位于第二象限示意图 

Fig. 2 Sketch of rectangular loads in second quadrant 

图 2 中，在矩形面积b l 上作用着大小为 P 的均

布荷载。根据式（1）知图中集中力微单元 d dP x y 作用

下 M 点水平附加压力为 

 
  

2

5 22 2 2

3d d dπx
x az P x y

x a y z





  
  。    (2) 

则根据积分上下限可得矩形区域荷载作用下 M
点水平附加压力为 
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(3) 
当图 2 中 l 趋于无限长时，对式（2）积分得 



第 11 期                     竺明星，等. 堆载作用下考虑土拱效应的被动桩变形内力半解析解 1999 

 

3

2 2 2 2

( ) arctan
(π ( ))x

ab a b z bz a
za z a b z

P


     
    


 





 

arctan a b
z
  

 
 

  。                (4) 

根据积分对称性知，当矩形荷载区域位于第三象

限时，所得水平附加压力的结果与式（3）、（4）是一

致的。 
1.2  矩形面积上三角形分布荷载作用下侧压力计算 

图 3 所示为在地基表面作用矩形面积三角形分布

荷载，矩形面积三角形分布荷载的零值边位于 y 轴。 

 

图 3 荷载区域零边位于 y 轴示意图 

Fig. 3 Sketch of zero edge of region loaded in y axis 

在相应的荷载作用下 M 点水平附加压力为 
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 

0

5 20 2 2 2

2
3 d d
π

l

x b

x x aPz x y
b x a y z




 


    
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对式（5）积分得 
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当图 3 中 l 趋于无限长时，对式（5）积分得 
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(7) 
当矩形面积三角形分布荷载的最大值边位于 y 轴

时，由应力叠加原理即可求得 M 点到水平附加应力。 
根据本节的推导公式，应用应力叠加原理，即可

求得梯形等形式堆载作用下 M 点的水平附加压力。 

 

2  考虑土拱效应的桩身被动荷载计算 
被动桩的桩身被动荷载是通过桩土相互作用的侧

移土体，间接传递给桩身。要确定被动桩所受被动荷

载，则需要从被动桩受力变形的机理出发：被动侧土

体受邻近堆载影响将产生水平侧移，而土体的水平侧

移又受到被动桩的遮拦作用在桩后形成土拱，应力通

过土拱向桩身传递。 
如图 4 所示，Ito 于 1975 年首次提出局部塑性变

形理论，并在此基础上得到了被动桩的桩身被动极限

荷载的解析解。图 4 中，D1为桩间距，D2为桩间净距，

d 为桩径， 为土体内摩擦角。李忠诚等[32]通过改变

Ito 局部塑性变形理论的初始条件，推导出新的被动桩

桩身极限荷载计算公式。然而，这些成果中桩身被动

极限荷载都是以土体局部塑性变形为前提，推导均以

AA'边为起始边界条件，这将导致按局部塑性变形理论

推导所得的 BB'处土压力 BBp ' 与真实的 BB'处土压力

' ( )BBq z 存在较大的出入，相应地会存在较多不足：①

当 ' ' ( )BB BBp q z 时，按照局部塑性变形理论计算桩身

被动极限荷载设计的桩过于保守，造成不必要的建筑

材料浪费；②当 ( )BB BBp q z' ' 时，不能合理解释 BB'处
的土压力差。 

 

图 4 Ito 理论示意图 

Fig. 4 Sketch diagram of Ito's theory 

下面，在 Ito 的局部塑性变形理论之上对其进行

改进，进而求解考虑土拱效应的桩身被动荷载。 
假定条件：①当土体变形时，沿 AEB 和 A'E'B'出

现 2 个滑动面，如图 4 所示，其中，EB 和 E'B'与 x 方

向的交角均为 π 4 2   ；②土层只在桩周土区

AEBB'E'A'中表现为塑性，适用莫尔–库仑准则；③
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AEB 与 A'E'B'面上无摩擦力；④桩是刚性的；⑤假设

被动桩的主动侧不存在土体卸载情况，静止土压力为

受力平衡压力。 
2.1  以 BB'边为起始边界条件的推导 

当堆载长度远远大于桩间距时，认为堆载长度为

无限长，采用式（4）或式（7）计算 BB'边上任意位

置点的水平应力均是相等的。设堆载引起的 BB'边上

的水平附加压力 p(z)，则堆载引起的 BB'边上总水平

压力为 
    0q z p z K z    ，           (8) 

式中  0K 为静止土压力系数， 0 1 sinK   ， 为土体

重度，z 为计算土压力点至地表距离。 
当堆载长度有限时，将 BB'边等分 n 份，经计算

可知堆载作用下 BB'边每个等分点的水平应力是不相

等的。为后续求解便利，需要将 BB'边每个等分点的

水平应力进行平均化从而得到 BB'边的水平应力。在

此设： 1 Bq q ， 1 'n Bq q  ，中间 n-1 个等分点的水平应

力分别为 2q ， 3q ，…， nq ，根据积分中值定理得 BB'
处土体的平均水平总应力为 

  0
2

1
2

n
B B

i
i

q qq z q K zn 



 
   

 
  。   (9) 

根据式（8）或式（9）知 BB'边水平力为 
 ' 1BBq q z D   。          (10) 

如图 5 所示，取 EBB'E'区域土体微单元分析。 图
中  为平面 EB 或 B'E'法向力，可由下式求得 

2x N c N        。        (11) 

考虑土体单元在 x 方向的受力平衡，得 

   1 2
φ tan 1 1 2 1 2

1
1 2

2tan 2
tan 1

N N

x

C D c N N
N N

 
 

 






    


 
 

 2 1D D D    。             (12) 

式中  1C 为积分待定常数；  2tan π 4 2N   ；c 为

土体黏聚力； 为土体内摩擦角。 
将式（10）作为边界条件代入式（12）得 

    1 2 tan 1 1 2
1 BB1 2

1 tan 1
tan 1

N N
x D D q N N

N N
  

 
 

 


       '  

   1 2 1 2 1 2 1 22tan 2 2tan 2c N N c N N           。  (13) 

如图 6 所示，取 EAA'E'区域土体微单元，考虑土

体在 x 方向受力平衡，联合式（13）得 EAA'E'区域水

平应力为 
   1 2

21 2 tan exp 2 tan
tan tanx

c N xN D
N N

 

 

 
  
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1 2 21 2 tan exp tan π 8 4 tanc N N D D D          

     1 2
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tan 1 exp tan π 8 4 tan

N
N N N D D D
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     

   
1 2tan 1 1 2

2 1 ' tan 1N N
BBD D q N N  
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    1 2 1 2 1 2 1 22tan 2 2tan 2c N N c N N            。(14) 

 

图 5 BEE'B'区域土体微单元示意图 

Fig. 5 Sketch diagram of small element in BEE'B' region 

 

图 6 EAA'E'区域土体微单元示意图 

Fig. 6 Sketch diagram of small element in EAA'E' region 

2.2  桩身被动荷载计算方法与步骤 

当按 BB'边为边界条件推导的结果进行计算时，

按式（14）计算 AA'处的水平应力会出现小于静止土

压力的情况，这显然是不正确的，因此，解题的关键

是需要找到真实的静止土压力平衡点的位置。 
做如下的假定：记EAA'E'区域为区域 1，记EBB'E'

区域为区域 2。 
EAA'E'区域 x 方向间距范围为  0 1, [0,x x x   

tan(π/8 /4)  1 2( )/2]D D ，EBB'E'区域 x 方向间距范

围为  1 2 1 2, [tan(π/8 /4)( )/2x x x D D    ，tan(π/8 /4)    
1 21/cos(π/4 /2)( )/2]D D  ；EBB'E'区域竖向宽度为

     2 12 tan π 4 2D x D x x     ，  1 2,x x x 。 
则解题步骤为：①根据式（14）得 EAA'E'区域的

水平应力 1x 及相应的水平力 1 1 2x xq D ；②根据假设

条件⑤得 EAA'E'区域的静止土压力 10 0K z  及相应

的水平力 10 0 2q K zD ；③根据式（13）得 EBB'E'区域

的水平应力 2x 及相应的水平力  2 2x xq D x ；④根据
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假设条件（5）得 EBB'E'区域静止土压力 20 0K z  及

相应的水平力  20 0q K zD x ；⑤设计算点深度为 z ，
按式（10）得 'BBq 。 

首先在 EAA'E'区域内令 1 10xq q ，解得 s1x ，判断 s1x
是否在 0 1x x， 区间内。如果在，则将 s1x 代入式（14）
得水平力    1 s1 1 s1 2x xq x x D ，则相应的深度 z 处桩身被

动荷载为 
   p ' 1 s1  BB xp z q q x  。            (15) 

如果 s1x 不在 0 1,x x 区间内，则在 EBB'E'区域内令

2 20xq q ，解得 s2x 。将 s2x 代入式（14）得水平力

     2 s2 2 s2 s2x xq x x D x ，则相应的深度 z 处桩身被动荷

载为 
   p ' 2 s2  BB xp z q q x  。            (16) 

根据上述的求解步骤和方法，即可求得堆载作用

下被动桩不同深度处的桩身被动荷载。 

3  基于非线性地基反力法被动桩计算 
横山幸满[25]、赵明华等[26]在求解桩身响应时均未

考虑土体的塑性屈服。虽然张磊等[30]进行了既考虑土

体屈服又考虑轴向荷载的 P  效应的单桩内力求解，

但其求解采用线性地基反力模型，且所研究桩为主动

桩。 
本文基于地基反力系数的一般形式，考虑土体屈

服以及轴向荷载的 P  效应的影响，采用 Laplace 正

逆变换，结合矩阵传递法求解堆载作用下被动桩的变

形与内力。 
3.1  方程的建立 

考虑到解的通用性，采用如图 7 所示简化模型进

行推导计算。设土体为均质土，地面上桩长度为 H0， 
地面以下桩长为 H1，主动侧土体的屈服自地面开始并

随桩身变形的增加而渐次向下发展，塑性段和弹性段

桩长分别为 L1和 L2，如图 7 所示。桩自由段分布荷载

为  G 0 G 0q z q q z H   ，其中， 0q 和  0q q  分别为

自由段桩身顶端和底端的分布荷载集度。由式（15）
或（16）计算得桩身被动荷载为  pp z 。桩顶轴力、剪

力和弯矩分别为 N0，Q0和 M0。如图 7 中所示方向，

假定位移以向右为正，转角以向左倾斜为正，弯矩以

桩身右侧受压为正，剪力以绕研究对象顺时针转为正，

土 反 力 以 向 左 为 正 。 地 面 以 上 桩 身 轴 力 为

 G G 0 0 GN z N f z  ， 塑 性 段 桩 身 轴 力 为

 p p 0 0 0 1 pN z N f H f z   ， 弹 性 段 桩 身 轴 力 为

  0 0e 0 1 1 1 ef HN z N f L f z    ，其中 0f 和 1f 分别为地面以

上及以下桩身轴力增长系数，取值方法参阅文献[33]。
主动侧土体被离散为一系列独立的弹簧，且单位桩长

上的土反力与水平位移比例关系如下： 

 
   

u 1 p *

a 2 e e

 

 

p k z bu

p z k z bu

 


 

塑性段， ，

弹性段， 。
    (17) 

式中  b 为桩宽度或桩径， eu 为地面以下弹性段桩身

水平位移， *u 为土体屈服位移； up 与 ap 为单位桩长

上的土抗力，本文采用三参数反力系数模型，即

   1 p 0 p
n

k z m z z  ，    2 e 0 1 e
nk z m z L z   ，m 为比例系数，

0z 为地面处当量深度，n 为指数。 

 

图 7 纵横荷载被动桩的模型 

Fig. 7 Passive piles under combined vertical and lateral loads 

砂土的屈服位移为 

* 3 80u b  ，              (18) 
黏土的屈服位移为 

* c20u b   ，            (19) 
式中， c 为应变，Matlock 建议 c 的取值为 0.005～
0.02，对于脆性黏土和灵敏黏土可取 0.005，对于重塑

土和欠固结土可取 0.02，其余类型的黏土可取 0.01。 
则自由段、塑性段和弹性段桩身的挠曲线微分方

程分别为 

4 2
G G

G 0 G4 2
0G G

d d
d d

u u qEI N q zHz z
     ，      (20) 

   
4 2

p p p
p 1 0 p * p p4 2

pp p

d d d
0dd d

nu u u
EI N f bm z z u p zzz z

      ， (21) 

   
4 2

e e e
1 0 1 e e p e4 2

ee e

d d d 0dd d
nu u uEI N f bm z L z u p zzz z

       。 

(22) 
自由段桩身响应可以采用常规的方法即可解得，

但式（21）、（22）无法采用常规方法和幂级数法进行
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求解。考虑解的形式统一性和程序编写便利性，式

（20）～（22）均采用矩阵传递法进行解题。 
3.2  自由段桩身响应矩阵传递解 

为了使用 Laplace 正逆变换法，需要将自由段桩

进行离散，如图 8 所示。将自由段等分成 0n 份，则自

由段每小段长为 0 0H n 。取第 i 段桩身微单元进行分

析，那么，自由段桩身轴力均为 N0。 

 

图 8 自由段离散示意图 

Fig. 8 Sketch diagram of discretization for free region of piles 

将式（19）转换成微分方程组，得 

G
G

G

G G

G

G
G G G

G

G
0 G

G 0

d  d
d  d
d  d
d  d

i
i

i

i i

i

i
i i i

i

i
i

i

u
z

M
z EI
M Q Nz
Q qq zz H







 




 


   

，

，

，

，

          (23) 

式中， Giu ， Gi ， GiM 和 GiQ 分别为第 i 段底部的水平

位移、转角位移、弯矩和剪力，EI 为隔离桩抗弯刚度。 
将式（23）写成矩阵形式方程为 

G
G G G

G

d
d

i
i i i

iz  
S A S f   ，          (24) 

其中，  TG G G G Gi i i i iu M QS ， 

G
G

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1
0 0 0 0

i
i

EI
N

 
 

 
  

A ， G

0 0

0
0
0i

Giq qz H

 
 

 
  

f 。 

令：    G G G Gi i i iL z F s  S ，    G G G Gi i i iL z y s  f ， Gis

为 Laplace 变换后自变量。对式（24）进行 Laplace 变

换得 

 G
G G G

G

d Ld
i

i i i
i

L z
    

S A S f  

       
         

G G
1 1

4 4 G G 4 4 G

G G G G G G G

G G G G G G

0
0

i i

i i i

i i i i i i i

i i i i i i

s F s F s y s
F s s s y s 

 

  
      。

S A
I A S I A




(25) 
式中     TG G 0 G 0 G 0 G 00i i i i iu M QS ， 4 4I 为四阶单位

矩阵。 
式（24）的 Laplace 逆变换为 

         1 11 1
G G G G G G G G G0 Li i i i i i i i iz L s s y s             S I A S I A 。 

(26) 
设 2

G Gi iN EI  ，则可得 

 
     

     

     

11
G G

G G G G G G G G

G G G G

G G G G
G G

G G

G G G G G
G G

G G

1 cos sin

1

sin
1

sin
0

sin sin
0

0 0

cos
cos

cos

0 1

i i

i i i i i i i i

i i i i

i i i i i
i i

i i

i i i i i
i i

i i

L s
z z z z

N N
z z

z N N
N z z

z

   
 

  


 
 

     
 
 
 
 
 


 


 
 
 





I A

， 

(27) 
   

   
   
 

11
G G G G

G G G

G G G G

2 2 2
0 G G G

0 G
2

0

G

G

GG G

0

2 2cos 2

sin
1 cos

i i i i

i i i

i

i

i i i i

i i

i

i i

i

i

L s y s

z N
z z N

z

q
q

q
q z

z 

 


 




 

  

   
 
 
  
 
 

 
  





 

I A

 

      
     

   
 

3 3 3
0 G G G

2 2
G G G G G

G G G

G G

2
0 G G G

3
0 G

2
0

G

G

G

6sin 6 6
[2cos 2 ] 2

[ sin ]
2

i i i i i

i i i

i i i i

i i i

i i i

i

i

z z N
z

q
N

z z

H z
q H z

q H
q H z

 





 



 
 
 
 





 


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 


。(28) 

联合式（27）、（28）可得传递系数矩阵为 

     

     

     

G

G G G G G G G G
1G

G G G G

G G G G
G G 2G

G G

G G G G G
G G 3G

G G

4G

sin
1

sin
0

sin sin
0

0 0 0 1
0 0 0 0 1

1 cos sin

1 cos
cos

cos

i

i i i i i i i i
i

i i i i

i i i i i
i i i

i i

i i i i i
i i i

i i

i

z z z z
N N

z z
z N N

N z z
z

   
 

  
 

 
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


 
 
 
 
 
 
 


 




 
  

U

。 

(29) 
式 中    2 2 2

0 G G G1G G G G2 2cos 2i i i ii i iz zq N      ，  
     G G G G

3 3 3
0 G G GG[6sin 6 ] 6i i i i ii i iz zq H z N      ； 2Gi   

G G G G G G0 GG 0[ sin( )]/( ) ( / )[2cos( ) 2i i i i i i iiz z N zq q H      
2 2 2
G G GG/( )] 2 ii i iNz  ；   2

0 G3 G 0G G1 cos ( / )i i i iq q Hz      

G G G G
3
G[ sin( )]/i i ii iz z   ； 4G G

2
0 0 G( / ) /2ii iq q H zz   。 

结合式（26）、（29）得 



第 11 期                     竺明星，等. 堆载作用下考虑土拱效应的被动桩变形内力半解析解 2003 

 

G G G 0i i iS U S   。         (30) 
即 

   G G G G G G 0 G 0 G
T

G 0
T

01 1i i i i i i i i iu M Q u M Q  。U (31) 
式中  Giu ， Gi ， GiM 和 GiQ 分别为第 i 段底部水平位

移、转角位移、弯矩和剪力； G 0iu ， G 0i ， G 0iM 和 G 0iQ
不仅为第 i 段顶部水平位移、转角位移、弯矩和剪力，

也是第 i-1 段底部的水平位移、转角位移、弯矩和剪

力，即为  G 1iS 量。根据式（30）可得递推关系： 

 G G G 1i i iS U S   。            (32) 

又由于在桩身顶部有 G0 0S S ，则自由段桩身响应

矩阵传递解为 

 0 0 0G G G2 G1 G0 G G0 G 0G 1n n n    S U U U U S U S U S 。(33) 

式中  GU 为桩身塑性段总传递矩阵； 0Gnu ， 0Gn ， 0GnM

和 0GnQ 分别为自由段与塑性段界面处桩身的水平位

移、转角位移、弯矩和剪力； 0u ， 0 ， 0M 和 0Q 分别

为桩顶处的水平位移、转角位移、弯矩和剪力。 
3.3  塑性段桩身响应矩阵传递解 

如图 9 所示，将塑性段桩身等分成 1N 份，则自由

段每小段长为 1 1L N 。取第 i 段桩身微单元进行分析，  
每段桩桩身轴力假定为常数，取每段桩身的上下面的

轴力平均值作为该段桩身的平均值： 
   p 0 0 0 1 1 1+ 2 1 2iN N f H f i L N     。     (34) 

 

图 9 塑性段离散示意图 

Fig. 9 Sketch diagram of discretization for plastic region of piles 

假定每小段上的地基反力系数 1ik 为常数，根据分

中值定理得 
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(35) 
将式（21）转换成微分方程组，得 
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          (36) 

设
2
p pi iN EI  ，根据自由段桩身响应求解思路进

行塑性段桩身响应传递矩阵求解。则塑性段桩身传递

系数矩阵为 
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(37) 
式中 2 2 2

p p1p p 1 * pp p p( )[4 ]/(co ( )s ) 4 2 4ii i i ii i i izbu Nzp k      ； 
2p p p1 p* pp p psin( )( )[ ]/( )i ii i i i ii ip k bu Nz z     ； 3pi   

2
pp p p1 * [1 co ( )]/( ) s i ii i izp k bu   ； p4p p(ii iz p   1 *)ik bu 。 

则可得塑性段桩身矩阵传递关系 

p p p 0i i iS U S   ，            (38) 

即 

p p p p p p 0 p 0 p 0 p 0
T T

1 1i i i i i i i i iu M Q u M Q        。U (39) 

式中  piu ， pi ， piM 和 piQ 分别为第 i 段底部水平位

移，转角位移，弯矩和剪力； p 0iu ， p 0i ， p 0iM 和 p 0iQ
不仅为第 i 段顶部水平位移、转角位移、弯矩和剪力，

也是第 i-1 段底部的水平位移、转角位移、弯矩和剪

力，即为  p 1iS 。根据式（37）可得递推关系： 

 p p p 1i i iS U S   。           (40) 

则塑性段桩身响应矩阵传递解为 

 1 1 1p p p2 p1 p0 p p0p 1N N N   S U U U U S U S  。 (41) 

式中  pU 为桩身塑性段总传递矩阵； 1pNu ， 1pN ， 1pNM

和 1pNQ 分别为塑性与弹性界面处桩身的水平位移、转

角位移、弯矩和剪力； 0u ， 0 ， 0M 和 0Q 分别为桩顶

处的水平位移、转角位移、弯矩和剪力。 
3.4  弹性段桩身响应矩阵传递解 

如图 10 所示。将弹性段等分成 2N 份，则自由段

每小段长为 2 2L N 。取第 i 段桩身微单元进行分析，

每小段桩的桩身轴力假定为常数，取每小段桩身的上 
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下面的轴力平均值作为该小段桩身轴力值，则第 i 段
桩身轴力为 

   e 0 0 0 1 1 1 2 22 1 2iN N f H f L f i L N      。 (42) 

 

图 10 弹性段离散示意图 

Fig. 10 Sketch diagram of discretization for elastic region of piles 

假定每段上的地基反力系数 2ik 为常数，根据积分

中值定理得 
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(43) 
则将式（21）转换成微分方程组，得 
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。

          (44) 

令  e e 4i iN EI  ，  e 2 4i ik b EI  ，按照塑性段的

求解思路进行弹性段桩身传递矩阵求解。在对式（44）
进行 Laplace 逆变换时，需解如下方程： 

4 2
e e e e4 4 0i i i is s      ，         (45) 

式中， eis 为 Laplace 变换后的自变量。 
对式（45）求解得 

 

2
e e 2

1,2,3,4 2 2 4
i i i

j j
N N k b
EI EI EI 

     
 

  。  (46) 

又由于实际上大部分桩 e 22i iN EIk b ，故式（46）
组成两组共轭复数根，即 

   e e1,2,3,4 γ ii ij j      。        (47) 

令  4
e 2 4i ik b EI  ，代入式（47）可得 

22 e
e e e

22 e
e e e

γ =  4 4

=  4 4

i i
i i i

i i
i i i

k b N
EI EI

k b N
EI EI

 

  


   

   

。    (48) 

设 1 e e+ ii i   ， 2 e e ii i    ，  3 e e+ ii i   ，

 4 e e ii i    ，将 4 组解代入弹性段桩身的 Laplace
逆变换，得弹段桩身响应的传递系数矩阵为式（49），
见附录。 

用式（49）可得弹性段桩身矩阵传递关系： 

e e e 0i i iS U S   ，            (50) 
即 

   e e e e e e 0 e 0 e
T

e 0
T

01 1i i i i i i i i iu M Q u M Q U 。(51) 
式中  eiu ， ei ， eiM 和 eiQ 分别为弹性段第 i 段底部

的水平位移、转角位移、弯矩和剪力； e 0iu ， e 0i ， e 0iM
和 e 0iQ 不仅为弹性段桩身第 i 段顶部的水平位移、转

角位移、弯矩和剪力，也是其也是第 i-1 段底部的水

平位移、转角位移、弯矩和剪力，即为  e 1iS 。根据式

（51）可得递推关系为 
 e e e 1i i iS U S   。            (52) 

则弹性段桩身响应矩阵传递解为： 

 2 2 2e e e2 e1 e0 e e0e 1N N N  S U U U U S U S    (53) 

式中  eU 为桩身弹性段总传递矩阵； 2eNu ， 2eN ， 2eNM
和 2eNQ 为弹性段桩身底部的水平位移、转角位移、弯

矩和剪力； e0u ， e0 ， e0M 和 e0Q 分别为弹性段桩身顶

部即塑性与弹性界面处的水平位移、转角位移、弯矩

和剪力。 
又由于自由段桩身响应和塑性段桩身响应在交界

面处是连续的，即两者的响应量在交界面是相等的： 

0G p0n S S   。             (54) 

塑性段桩身响应和弹性段桩身响应在弹塑性交界

面处是连续的，则有 

1p e0N S S   。           (55) 
联合式（33）、（41）、（53）、式（54）、（55），得 

2e e p 0 0N G S U U U S US   。        (56) 
式（56）为整个完整桩身响应的矩阵传递方程，U 为

完整桩身的总传递矩阵。 
3.5  边界条件 

根据桩顶约束条件的不同可以分为“桩顶固定”

和“桩顶自由”两种桩顶边界条件。当桩顶自由时，

有 
0 0

0 0

 
 

M M
Q Q


 

。             (57) 

如桩顶没有弯矩和剪力，则令 0 0M  ， 0 0Q  即可。 



第 11 期                     竺明星，等. 堆载作用下考虑土拱效应的被动桩变形内力半解析解 2005 

 

当桩顶固定式，有 

0

0

0 
0 

u



 
。                 (58) 

根据桩端约束条件的不同可以分为“桩底固定”、

“桩底铰接”和“桩底自由”三者桩端边界条件。当

桩底自由时，有 

2

2

e

e

0 
0 

N

N

M
Q


 

；               (59) 

当桩底铰接时，有 

2

2

e

e

0 
0 

N

N

u
M


 

；               (60) 

当桩底固定时，有 

2

2

e

e

0 
0 

N

N

u



 

。                (61) 

将上述桩顶、桩底边界条件代入式（56）中，可

以得到 4 个未知量的 4 个方程组成的方程组，这样，

即可求得 4 个未知量。此时桩顶、桩底的水平位移、

转角位移、弯矩和剪力全部知道，而每段桩的传递矩

阵也知道，即可求得桩身任意段桩身的水平位移、转

角位移、弯矩和剪力量，过程如下： 

0u ， 0 ， 0M 和 0Q 为整个桩身顶部的水平位移、

转角位移、弯矩和剪力，此时均为已知量，则根据式

（32）、（40）、（52）可得自由段桩身第 i 段桩身响应

为 
 G G G2 G1 0G 1i i i S U U U U S   ；      (62) 

塑性段桩身第 i 段桩身响应为 
 p p p2 p1 G 0p 1i i i S U U U U U S   ；      (63) 

弹性段桩身第 i 段桩身响应为 
 e e 2 1 p G 0e 1i i i S U U U U U U S   。      (64) 

根据式（62）～（64），即可求得桩身任意深度处

的桩身水平位移、转角位移、弯矩和剪力。 

4  理论与试验对比分析 
港珠澳沉管隧道建设中为降低堆载对沉管隧道下

减沉桩的影响，施工过程中在堆载边缘处设置了隔离

桩。为研究隔离桩受力特性进行了多组室内试验。其

中一组试验布置如图 11 所示。 

 

 

图 11 模型试验示意图 

Fig. 11 Sketch diagram of experimental model 

试验槽中填土厚度为 4 m，砂土的物理性质见表

1；桩采用薄壁钢管模拟，外径 d 为 40 mm，壁厚 1.33 
mm，桩长为 1.2 m，弹性模量约为 E≈216 GPa，相邻

桩间距均为 4d，隔离桩与减沉桩之间最近中心距 S 为

240 mm；荷载由千斤顶控制，荷载最大值为 200 kPa，
分 8 级逐级加载。桩身抗弯刚度 EI 为 6.3489 2kN m ，

指数 n 取 1，桩顶弯矩和剪力分别为 0 0M  ， 0 0Q  ，

桩顶轴力由实测数据知 0 2.3275 kNN  ，桩身轴力增

长系数 1 1.6264 kN/mf   ， 0z 和 m 值经多组桩长为

1.6 m 的试验数据进行反演后分别取为 0 0.15z   m 和
422 MN/mm  ，计算时桩身长度等分为 150 等份。则

如图 11（a）中所示桩长 1.2 m 的分析桩试验弯矩与理

论计算弯矩对比如图 12 所示。 
表 1 试验用土力学参数 

Table 1 Mechanical parameters of experimental soils 

 

图 12 桩身弯矩实测与计算值对比图 

Fig. 12 Comparison between measured and calculated bending  

moment  

由图 11（a）、图 12 可知，桩身弯矩的计算值与

土层 
名称 

密度 
/(g·cm-3) 

黏聚力 
/kPa 

最小干密度 
/(g·cm-3) 

最大干密度 
/(g·cm-3) 

内摩擦角 
/(°) 

细砂 1.56 0 1.429 1.733 26.3 
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实测值吻合的较好。计算值与实测值的弯矩最大值分

别为 0.635 kN m 和 0.637 kN m ，相差非常小。这

说明本文的解和程序是可靠的。 

5  结    语 
对被动桩的研究最大的难度在于对桩土相互作用

模型的合理假设与高阶微分方程的求解。已有的解析

解或幂级数解也能够近似表达桩身的内力与变形，但

因解答过程中对桩土相互作用模型的特定假设而使解

失去了普遍性。 
本文依据 Boussinesq 和局部塑性变形理论的改进

解求得堆载作用下被动桩的桩身被动荷载；在此基础

之上，着眼于桩身被动响应解的通用性，桩土相互作

用模型采用考虑土体屈服的三参数地基反力模型并考

虑轴向荷载 P  效应的影响。在解复杂高阶非线性微

分方程时采用 Laplace 正逆变换结合矩阵传递法求得

完整桩身响应量。本文解微分方程的思路与方法不仅

适用于被动桩一类问题，同样也适用于主动桩一类问

题的解答。最后，通过与试验数据的对比，验证了本

文解的可靠性。本文的分析方法为堆载作用下被动桩

受力特性的研究提供了较好的参考。 
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第一届全国非饱和土与特殊土力学及工程学术研讨会在重庆举行 

由中国土木工程学会土力学及岩土工程分会非饱和土与

特殊土专业委员会主办、解放军后勤工程学院和重庆交通大学

等 8 个单位承办、《岩土力学》编辑部和《地下空间与工程学

报》编辑部等 8 个单位协办的“第一届全国非饱和土与特殊土

力学及工程学术研讨会”于 2013 年 10 月 12 日—13 日在重庆

举行，这是中国土木工程学会 2010 年 12 月批准成立“非饱和

土与特殊土专业委员会”以来召开的第一次学术会议。来自全

国 91 个单位的 387 名代表出席了会议，其中具有高级职称的

代表 156 名，占 40 %；研究生代表 170 名，占 44 %；渝外代

表 258 名，占 67 %；另有 3 位来自香港、美国和澳大利亚的

教授和 4 名来自西北农林科技大学的优秀本科生代表参加。 

会议以“实事求是、科学创新”为宗旨，本着“百花齐放、

百家争鸣”的方针，开展了认真的学术交流。会议的学术报告

共有 59 个，包括 4 个《黄文熙讲座》学者论坛报告、36 个大

会邀请报告和 19 个大会专题报告。报告内容涉及非饱和土、

黄土、膨胀土、冻土、膨润土、盐渍土、残积土和红砂土等土

类的工程特性和理论分析及其在重大工程中的应用，充分反映

了我国在这一领域的研究成果和研究水平，是一次名符其实的

学术盛会。 

大会学术委员会和组织委员会的精细组织安排，保证了会

议的顺利进行，受到了与会代表的一致好评。

                                                     （陈正汉  供稿） 


