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摘  要：冻结壁设计理论是冻结法凿井技术的核心之一。传统的冻结壁厚度弹塑性设计公式在冻结壁与围岩的弹性模

量之比小于 10 时有较大的误差。为了更合理地设计冻结壁，建立了考虑开挖卸载作用的冻结壁与围岩相互作用弹塑性

力学模型，推导了应力与位移解析解，建立了新的弹塑性冻结壁厚度计算公式，分析了各因素对冻结壁厚度的影响规

律。分析表明，新公式较传统的多姆克公式更合理，并建议选用 Coulomb-Mohr 屈服准则进行冻结壁厚度计算。 
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Abstract: The design theory of frozen soil wall is one of the core technologies for mine shaft freezing sinking. The 

conventional elastic design formula for the thickness of frozen soil wall has large errors when the modulus ratio of the frozen 

soil wall to the surrounding rock is less than 10. Considering the excavation unloading effect and the interaction between the 

frozen soil wall and its surrounding rock, an elastic-plastic mechanical model is established for a more rational design of the 

frozen soil wall. The stress and displacement analytical solutions are deduced. A new elastic-plastic formula for the thickness of 

the frozen soil wall is developed on the basis of the solutions. The influences of various factors on the thickness of the frozen 

soil wall are discussed. The analyses show that the proposed formula is more reasonable than the traditional formula of Domke, 

and the Coulomb-Mohr yield criterion is suggested to calculate the thickness of the frozen soil wall.  
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0  引    言 
冻结壁设计理论是冻结法凿井技术的核心之一[1]。

多姆克公式是国内外普遍采用的冻结壁厚度弹塑性计

算公式[2]。它基于围压加载条件下的无限长弹塑性厚

壁圆筒公式，未考虑冻结壁与围岩的相互作用和掘进

时冻结壁径向卸载的工况。在冻结壁与围岩的弹模比

很大时，多姆克公式能给出较接近实际的结果，反之，

则有较大误差。近年来，在冻结工程中遇到了大量冻

结前、后弹性模量变化不明显的地层，在此情况下采

用多姆克公式已不合理，因此开展了本文研究。文中u
为位移， 为应力，u 和 的下角标 1 和 2 分别代表

冻结壁和围岩，r， 和 z 分别表示径向、切向和竖向

分量，角标 p 表示塑性区。 

1  力学模型与求解 
1.1  基本假设 

（1）冻结壁是均质、理想弹塑性材料，围岩是均

质、线弹性材料。 
（2）冻结前、后的应力场不变，均为初始应力场 

0 0
0r p     ，            (1) 

式中， 0 以拉应力为正； 0p 为原始水平地压值。 
（3）冻结壁（内、外半径为 0r ， 1r ）和围岩（内、

外半径为 1r ， 2r  ）为轴对称双层无限长厚壁圆筒，

在 2r  处围岩水平位移为零。 

─────── 

基金项目：国家高科技研究发展计划（“ 863 ”计划）课题

（2012AA06A401）；中央高校基本科研业务费专项资金资助 
收稿日期：2012–03–01 



176                         岩  土  工  程  学  报                                    2013 年 

（4）冻结壁内缘内侧岩体被一次性瞬间挖除。冻

结壁塑性区外半径为 pr 。 
1.2  屈服条件与冻结壁塑性区的应力和位移解 

认为冻结壁进入塑性后体积不可压缩，即泊松比

0.5  ，故对于本文的轴对称平面应变模型有 
  / 2z r θ   

  ，         (2) 

此条件下几种常用屈服条件[3]经推导均可表示为 
rA B     ，             (3) 

式中，A，B 的表达式见表 1。 
表 1 不同屈服条件下 A 和 B 的表达式 

Table 1 The expressions of A and B under some yielding criteria 
屈服条件 A 值 B 值 

Tresca 1 c  

Mises 1 2 3
3 c  

Coulomb-Mohr 
1 sin
1 sin







 
2 cos
1 sin

c 





 

Druker-Prager 

( 1 2I J k   ) 
1 3
1 3







 
2

1 3
k





 

广义 Tresca 

( 1 2 cosI J k   ) 
1 2 3
1 2 3







 
4 3

3(1 2 3 )
k





 

注： c 为冻土的单轴抗压强度； 为冻土的内摩擦角； c 为

冻土的黏聚力；
2 2

sin 3 cos
3 3 sin 3 sin

ck 
 

 
 

， 。 

塑性区力的平衡方程为 
d

0
d

rr

r r
  

    。         (4) 

将式（3）代入上式有 
 1d 0

d
rr A B

r r
  

   。     (5) 

利用边界条件
0r r r




=0 求得塑性区应力解为 
1

p
1

0

1
1

A

r
B r

A r


  
   

    
  ，      (6) 

1
p
1

0

1
1

A
AB r B

A r
  

    
    

  。  (7) 

在 1A  处对上两式求极限，即得 1A  时的解 
p
1

0

lnr
rB
r

    ，              (8) 

p
1

0

ln 1rB
r

 
  

    。         (9) 

轴对称应变平面问题的几何方程为 
d
d

r
r

u
r

    ，               (10)
 

ru
r    。                (11) 

在塑性区，体积不变，故有 
d

0
d

r r
r z

u u
r r         。     (12) 

由上式易求得塑性区的位移解为 
p
1 1ru r C   ，               (13) 

式中， 1C 为待求常数，由弹、塑性区位移连续条件有 

p1 1 pr r r
C u r


    ，           (14) 

式中， 1ru 为冻结壁弹性区位移解，求解见后文。 
1.3  围岩与冻结壁弹性区的应力和位移解 

因为在冻结壁弹、塑性区交界处径向位移和径向

应力均相等，故冻结壁弹性区内缘受到的径向力为 

p

0

1p
p

0

ln          ( 1) 

1 ( 1) 
1

A

r
B A

r
p

rB A
A r







             

，

。

   (15)

 

注意到初始径向应力为 0
0r p   ，故冻结壁弹性

区内缘径向应力卸载量为 

u p 0p p p    。           (16) 
这样，围岩与冻结壁弹性区的应力和位移解等于

初始应力场与位移场加上模型 A 的解（图 1）。 

 

图 1 力学模型 A 

Fig. 1 Mechanical model A 

根据文献[4]，冻结壁弹性区与围岩的应力解为 
  22

p1 1
1 u u 02 2 2

1 p

1
1r

rr
p p p

r r r



 

         ， (17)

 
  22

p1 1
1 u u 02 2 2

1 p

1
1

rr
p p p

r r r




 
       

  ，(18)

 
  2

1 1
1 u 1 2 2

1 p

1
2 1z

r
p

r r


 
 

  
     ，      (19) 

2
1

2 u 1 02r
rp p
r

     ，              (20) 

2
1

2 u 1 02

rp p
r      ，            (21) 

2 0z    。                     (22) 
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式中，  1 2 2
1 p

2
2 1M r r

 
  ，  

1 2

1 2

2
1
G GM

G


 
 ，

 
1

1
12 1

EG



 ，  

2
2

22 1
EG



 ， 1E ， 1 ， 2E 和 2 分

别为冻结壁、围岩的弹性模量和泊松比。 
冻结壁弹性区与围岩的位移解为 

  22
p1 1u

1 1 12 2 2
1 1 p

1
1 2 1 2

2r

rrr pu
G r r r


 

  
          

 ，(23) 

2
u 1 1

2
22r

p ru
G r


    。               (24) 

1.4  冻结壁塑性区外半径 rp的求解 

在 pr r 处，由 p
1 1   得 pr 的迭代求解式 

0

1
1

p

0
0

                   ( 1) 

1 ( 1) 
1

1

s

A

r e A

r sr Ap
B A



 

      

   
  
    

，

。
  (25) 

   
 

式中，
  2

p 0
2

1

2 1
2 2

rM ps
M r B


   。 

如 A＝1，M→∞，B＝ c ，则上式变为 
2

p p0
2

0 1

1ln 1
2c

r rp
r r

 
    

    ，      (26) 

式（26）与多姆克推导的塑性区半径公式相同[1]。 
1.5  冻结壁的临塑地压与临塑厚度 

令 p 0r r ，且 pr r 时，根据冻结壁塑性区应力解

式（6）～（9）、式（15）和式（16），对于 1A  和

1A  两种情况均有： p
1 0r  ， p

1 B  ， p 0p  ，

u 0p p ；根据冻结壁弹性区应力解式（15）、式（16）
和式（21）有 

1 0r    ，              (27) 

 
2

1
1 0 2 2 2

0 1 0

2
2

Mrp
r M r r  
    ，(28) 

 
 

2
1 10 0

1 1 2 2 2
1 0 1 0

2 2
1 2

2 2r

Mrr pu
G r M r r




 
   

   
  。(29) 

因为此时冻结壁内缘刚屈服，故求①冻结壁尺寸

和力学参数已知时 0p 的临塑值和② 0p 和力学参数已

知时冻结壁的临塑厚度的计算公式如下： 

 
2

1
1 0 2 2 2

0 1 0

2
2

Mrp
r M r r  
 

= p
1 B    ，(30) 

化简式（30）得 
2

0 0
2

1

1 1 1
2 2

p r
B M r

    
    。    (31) 

 

2  冻结壁厚度设计公式 
2.1  公式导出及其求解方法与条件 

仿多姆克的做法[1]，取 p 0 1r r r ，令：
1

2
An 

 ，

21m
M

  ，
1

mnb
n




， 02B pq
B


  ， 1
1

qna
n

 


，

1

0

1
ry t
r

   ，则式（25）变为 

1

 ( 1)

( 1)

yq
m

nn

e Ay
a by A






   
   

，

。          

(32) 

因 1y  ，故取 1y  为初值，代入式（32）右端，

进行迭代求解，一般经过 4 次迭代即可得到相对误差

小于 1‰的 y 的数值解。由于式（32）形式简洁，求

解准确、快速，因此不必再寻求建立 y 的回归经验公

式。 
因 1y  ， 0n  ，由式（32）得冻结壁临塑判据 

1

0 ( 1) 

0 ( 1) n

mq A
y

q my A

   

   

，

。        

(33) 

取 1y  ，则得式（32）能取得有意义解的条件 
0q m    。             (34) 

2.2  基于该冻结壁厚度公式的冻结壁内缘位移解 

当 p 0 1r r r 时有 1
2

2 M t
 


，由式（15）有 

   

1

0
D 1
p 2

1

0

ln     ( 1)
2

1 ( 1)
1

A

rB A
r

p
rB A

A r



  
    

             

，

。

  (35)

 

由式（16）有 
D D
u p 0p p p    。         (36) 

在冻结壁弹性区内缘 pr r 处有 

 
D

0 1 u
1 1

1

2 11
2 2r

r r p Mu
G M t


 

      。  (37) 

由式（14）知 

 
D

0 1 u
1 1

1

2 11
2 2

r r p MC
G M t


 

       。(38) 

由式（13）即可求得冻结壁内缘 0r r 处的位移 

 
0

D
p 1 u
1 1

1

2 11
2 2r r r

r p Mu
G M t




 
       。(39) 

3  各因素对 y 的影响规律 
A=1 时，y 随 q 按指数关系增大（图 2）；随 m 线
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性增大（图 3）。A≠1 时，y 仍随 q 按指数关系增大（图

4）；仍随 m 线性增大（图 5）；随 n 增大近似呈幂函数

关系减小（图 6）。对于摩擦型材料，B 与内聚力 c 成

正比（表 1），所以 y 也随 0 (2 )p c  按指数关系增大

（表 2）。 

 

图 2 y–q 曲线 (A＝1) 

Fig. 2 Curves of y–q while A=1 

 
图 3 y–m 曲线 (A＝1) 

Fig. 3 Curves of y–m while A=1 

 
图 4 y–q 曲线 (A≠1) 

Fig. 4 Curves of y–q while A≠1 

 
图 5 y–m 曲线 (A≠1) 

Fig. 5 Curves of y–m while A≠1 

 

图 6 y–n 曲线 (A≠1) 

Fig. 6 Curves of y–n while A≠1 

表 2、表 3 和图 7 中，CM、DP 和 GT 分别代表

Coulomb-Mohr、Druker-Prager 和广义 Tresca 屈服条

件，可见内摩擦角 对 y 的影响是十分显著的，特别

是在 φ＝0°～10°范围内！ 

 

图 7 y–φ 曲线 

Fig. 7 Curves of y–φ 
表 2 y 随 0 (2 )p c  的变化规律 

Table 2 Variation of y with 0 (2 )p c   

1 0y r r  (注：m=0.4)  

φ＝0.1° φ＝5° φ＝10° ψ
 

CM DP GT CM DP GT CM DP GT 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 

1.34 
1.57 
1.85 
2.18 
2.58 
3.08 
3.67 
4.40 
5.29 
6.37 
7.69 

1.34 
1.57 
1.85 
2.18 
2.58 
3.08 
3.67 
4.40 
5.29 
6.37 
7.69 

1.21 
1.38 
1.59 
1.82 
2.10 
2.44 
2.83 
3.29 
3.85 
4.50 
5.27 

1.25 
1.42 
1.62 
1.85 
2.12 
2.42 
2.78 
3.18 
3.64 
4.17 
4.77 

1.25 
1.42 
1.62 
1.85 
2.12 
2.43 
2.78 
3.19 
3.65 
4.18 
4.79 

1.13 
1.26 
1.41 
1.58 
1.76 
1.97 
2.21 
2.47 
2.77 
3.10 
3.46 

1.17 
1.30 
1.46 
1.62 
1.81 
2.01 
2.23 
2.48 
2.75 
3.04 
3.36 

1.17 
1.31 
1.46 
1.63 
1.82 
2.02 
2.25 
2.50 
2.77 
3.07 
3.40 

1.07 
1.17 
1.28 
1.40 
1.53 
1.67 
1.83 
1.99 
2.16 
2.35 
2.56 

文献[5]归纳实验结果认为：冻结黏土的内摩擦角

多数介于 3°～8°之间，一般在 2°～10°内；冻结

砂土的内摩擦角介于 15°～25°之间；土颗粒越粗，

内摩擦角越大，反之亦然。因此，在冻结壁设计中，

应考虑冻土内摩擦角的影响。 
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表 3 y 随 φ 的变化规律 

Table 3 Variation of y with φ 

1 0y r r  (注：m=0.4) 
ψ=0.7 ψ=1.0 ψ=1.3 

φ 
/(°) 

CM DP GT CM DP GT CM DP GT 
0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
24 
26 
28 
30 

1.85 
1.75 
1.66 
1.58 
1.52 
1.46 
1.40 
1.35 
1.31 
1.27 
1.24 
1.21 
1.18 
1.15 
1.13 
1.10 

1.85 
1.75 
1.66 
1.59 
1.52 
1.46 
1.41 
1.37 
1.33 
1.29 
1.26 
1.23 
1.20 
1.18 
1.16 
1.14 

1.59 
1.51 
1.44 
1.38 
1.33 
1.28 
1.24 
1.21 
1.17 
1.14 
1.12 
1.10 
1.07 
1.05 
1.04 
1.02 

3.09 
2.78 
2.53 
2.33 
2.15 
2.01 
1.88 
1.78 
1.68 
1.60 
1.53 
1.47 
1.41 
1.36 
1.32 
1.28 

3.09 
2.78 
2.54 
2.33 
2.16 
2.02 
1.90 
1.80 
1.71 
1.64 
1.57 
1.51 
1.46 
1.41 
1.37 
1.34 

2.45 
2.23 
2.05 
1.90 
1.78 
1.67 
1.58 
1.51 
1.44 
1.38 
1.33 
1.29 
1.25 
1.21 
1.18 
1.15 

5.33 
4.51 
3.89 
3.42 
3.05 
2.75 
2.50 
2.30 
2.13 
1.99 
1.86 
1.76 
1.67 
1.58 
1.51 
1.45 

5.33 
4.51 
3.90 
3.43 
3.06 
2.77 
2.53 
2.34 
2.18 
2.04 
1.92 
1.82 
1.73 
1.66 
1.59 
1.53 

3.87 
3.34 
2.93 
2.62 
2.37 
2.16 
2.00 
1.86 
1.74 
1.64 
1.56 
1.48 
1.42 
1.36 
1.32 
1.27 

4  工程算例 
某井筒穿过第三系厚黏土层，冻结壁平均温度为

-20℃。-20℃冻土和未冻土的弹性模量和泊松比分别

为： 1E =300 MPa， 1 0.2  ， 2E =100 MPa， 2 0.2  。

-20℃冻土的内摩擦角 ＝8°，内聚力 c＝3.5 MPa，
屈服强度 c 8.0   MPa。已知井筒的掘进半径 0 5r   
m，试计算 400～700 m 深度范围内冻结壁的厚度。 

0p 按重液公式计算[1] 

0 0.013p h   ，            (40) 
式中，h 为计算深度（m）。 

表 4 不同屈服条件下的 A 和 B 值 

Table 4 Values of A and B under some yielding criteria 

屈服条件 Tresca Mises Coulomb- 
Mohr 

Druker- 
Prager 

广义 
Tresca 

A 1 1 1.3233 1.3218 1.3811 
B /MPa -8 -9.24 -8.05 -8.02 -9.5 

将 ，c 和 c 的值代入表 1 计算得 A 和 B 值，见

表 4 。计算得 M ＝ 4.5 ，故 m=1-2/M=0.56 。由

02B pq
B


  ，
1

2
An 

 ，
 

1
1

qna
n

 


和
1

mnb
n




计

算得到 a，b 和 n 值，代入式（32），可求解得 y 值（表

5），进而求出冻结壁的厚度 T=r0(y-1)，见表 6。为便

于对比，将传统的冻结壁弹塑性计算公式—多姆克公

式[1]列出如下，并将基于它的计算结果列于表 6。 
2

0 0
0

c c

0.29 2.3
p pT r
 

  
    
   

  (Tresca 准则)，(41) 

2

0 0
0

c c

0.56 1.33
p pT r
 

  
    
   

  (Mises 准则)。(42)
 

从表 6 可见： 

（1）考虑冻结壁与围岩间的相互作用时，所需冻

结壁厚度比不考虑相互作用时明显要小，本算例中减

小 10%～36%，随冻结壁厚度增大，减小的比例变小。 
（2）采用不同屈服条件所得结果可能有较大差

异，本算例中最大的相差近 1 倍！ 
（3）冻结壁厚度随深度呈非线性快速增长关系。 
（4）不考虑冻结壁与围岩间相互作用时(即：m=1

时)，对比拟合公式（41）、式（42）的结果与本文式

（32）的精确数值解，二者很接近，但拟合公式有

-3%～+6%的误差，冻结壁越厚，相对误差越大。 
表 5 y 值计算结果 

Table 5 Computational results of y 

h/m 

考虑相互作用(m=0.56) 无相互作用(m=1.0) 屈服条件 

400 500 600 700 400 500 600 700 

Tresca 1.83 2.37 3.10 4.10 2.15 2.70 3.45 4.47 

Mises 1.61 1.99 2.49 3.15 1.91 2.31 2.83 3.51 

Coulomb-Mohr 1.71 2.10 2.58 3.17 2.00 2.40 2.90 3.49 

Druker-Prager 1.71 2.11 2.59 3.19 2.00 2.41 2.91 3.51 

广义 Tresca 1.50 1.77 2.10 2.49 1.78 2.06 2.40 2.79 

表 6 冻结壁厚度 T 计算结果 

Table 6 Computational results of frozen wall thickness T (m) 

h/m 

考虑相互作用(m=0.56) 无相互作用(m=1.0) 屈服条件 

400 500 600 700 400 500 600 700 

Tresca 4.15 6.85 10.5 15.5 5.75 8.50 12.2 17.3 

Mises 3.05 4.95 7.45 10.7 4.55 6.55 9.15 12.5 

Coulomb-Mohr 3.55 5.50 7.90 10.8 5.00 7.00 9.50 12.4 

Druker-Prager 3.55 5.55 7.95 10.9 5.00 7.05 9.55 12.5 

广义 Tresca 2.50 3.85 5.50 7.45 3.90 5.30 7.00 8.95 

Tresca (式(41)) — — — — 5.80 8.75 12.3 16.5 

Mises (式(42)) — — — — 4.65 6.65 9.05 11.8 

5  结    论 
本文建立了基于开挖卸载的冻结壁与围岩相互作

用弹塑性力学模型，推导了应力与位移解析解。在此

基础上导出了 Tresca 、 Mises 、 Coulomb-Mohr 、
Druker-Prager 和广义 Tresca 屈服条件下的冻结壁厚

度的计算公式（32）。有如下结论： 
（1）基于符合实际的开挖卸载工况建立了力学

模型，所得冻结壁位移小于传统的冻结壁加载模型。 
（2）冻土的弹性模量与未冻土的弹性模量之比

对冻结壁厚度计算有较大影响，比值低于 10 时冻结

壁与围岩间相互作用显著。考虑该相互作用可减小冻
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结壁厚度，在本文算例中可减小冻结壁厚度 10%～

36%，冻结壁厚度越薄时减小的百分比越高。因此，

与不考虑冻结壁与围岩相互作用的传统公式比较，用

本文公式（32）设计冻结壁更合理，可节省大量工程

费用。 
（3）采用的屈服准则不同，所得冻结壁厚度相差

可能较大。采用 Tresca 准则时所得厚度最大；采用广

义 Tresca 准则时所得厚度最小；采用 Coulomb-Mohr
准则和 Druker-Prager 准则所得厚度居中，且十分接

近。 
（4）内摩擦角对冻结壁的厚度计算有显著影响，

特别是在 ＝0°～10°范围内！考虑到岩土材料属于

摩擦型材料，因此建议选用 Coulomb-Mohr 准则进行

冻结壁厚度计算。 
（5）冻结壁厚度随深度呈非线性快速增长关系。 
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