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摘  要：在经典 Biot 固结理论基础上，建立了考虑非达西渗流影响的固结方程，并用有限元法进行了求解。首先，引

入目前广泛应用的 Hansbo 非达西渗流定律，简要分析了该模型及其参数情况。通过对孔压梯度进行一定简化，结合流

量连续条件和力的平衡条件，获得了考虑非达西渗流的 Biot 固结理论控制方程。在此基础上，基于加权残数法和空间

八结点单元，推导了相应的有限元方程。通过在已有程序基础上编制非达西渗流模块，实现了对上述有限元方程组的

求解。最后通过与解析理论对比，验证了数值方法的可靠性。结果发现：相比于考虑非达西渗流的解析理论，有限元

解法误差随非达西渗流控制参数的增大而增大，但总体误差在 10%以内；非达西渗流会延缓固结速率，且该影响随着

非达西渗流参数的增大而变得明显。 
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Finite element analysis of Biot’s consolidation with non-Darcian flow 
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Abstract: Based on the classic Biot’s consolidation theory, the consolidation equation considering non-Darcian flow is set up 

and then solved numerically with the aid of the finite element method. Firstly, the well-known Hansbo’s non-Darcian flow 

model is incorporated and the selection of the input parameters is analyzed correspondingly. Then, with a further simplification 

of the hydraulic gradient combining with the flow continuity condition and the force equilibrium condition, the governing 

equations for the Biot’s general consolidation theory with non-Darcian flow are formulated. Based on this, the finite element 

formulations for the spatial eight-node block element are deduced by means of the weighted residual method. A program 

considering the effect of the non-Darcian flow is developed based on an existing procedure correspondingly. With this modified 

program, the obtained governing equations can be solved numerically. Finally, the reliability of the numerical method is 

verified against the established theoretical solutions. The results show that (1) the difference of the calculated results for the two 

methods increases with the increase of the non-Darcian flow parameters, and the maximum difference is smaller than 10%; (2) 

the consolidation rate will slow down when considering the effect of non-Darcian flow, and this effect is significant when the 

property of the non-Darcian flow is apparent. 
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0  引    言 
固结理论是土力学的基本课题之一。Terzaghi 于

1925 首次提出有效应力原理和一维固结理论，奠定了

现代土力学的基础，标志着固结理论研究开始。Biot
进一步研究了土体三向变形与孔隙水压力的相互作

用，导出较为完善的流固耦合固结理论[1]。Biot 固结

理论满足单元体平衡条件、材料本构关系、变形协调

条件和水流连续条件，实现了渗流场和位移场的直接

耦合，可以考虑固结过程中土体平均总应力随时间变

化，可以揭示Mandel-Cryer效应等复杂的土力学现象。 
Biot 固结理论提出后，由于其控制方程的复杂性，

只有少数几种情况可获得解析解答。20 世纪六、七十

年代以有限元法为代表的数值计算的迅猛发展为 Biot
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理论广泛应用奠定了基础。Sandhu 等最早提出用有限

元法求解 Biot 方程[2]，并基于变分原理得到 Biot 固结

理论有限元方程。之后，Christian 等、Hwang 等分别

用虚功原理和加权余量法进行了推导[3]。在国内，沈

珠江应用变分原理首先把Biot固结理论的有限单元法

应用于固结分析[3]。随后，殷宗泽、龚晓南、谢康和

等分别采用不同的方法亦推导了Biot固结理论有限元

方程，并用以分析饱和软黏土地基和砂井地基固结问

题[3-4]。进入 21 世纪后，Biot 固结理论研究仍在继续，

应用有限元法求解地基固结变形愈来愈广泛。 
上述研究中，考虑到土体复杂的力学特性，研究

者们把主要精力放在土骨架本构模型的研究上，如应

用邓肯–张模型、剑桥模型、莫尔–库仑模型、黏弹

性模型和损伤模型等分析地基固结问题。严格来说，

Biot 固结理论中的材料本构关系除了土骨架的有效应

力–应变本构模型外，还应考虑孔隙内流体的渗流模

型。但后者渗流模型的研究相对而言较少，已有研究

中除考虑渗透系数随孔隙比变化外，一般都直接使用

Darcy 定律。然而，早在 1925 年 Terzaghi 就指出，对

于塑性大的黏性土渗流会偏离 Darcy 定律。此后，有

不少学者通过大量的渗透试验等发现[5-9]，软黏土中的

渗流并非都符合达西定律，即属于非达西渗流。为此，

国内外学者相继开展了考虑非达西渗流的固结理论研

究。Pascal 等首开先河地研究了考虑起始水力梯度 i0

的一维固结问题，并给出了差分解[10]；刘慈群提出了

该问题的近似解[11]。近年来，刘忠玉等[12]、Xie 等[13]

与李传勋等[14-16]发表了多篇相关论文，标志着关于非

达西渗流一维固结理论的研究进入了新阶段。 
相对而言，考虑非达西流的多维 Biot 固结问题和

竖井地基固结问题研究较少。在国外，Hansbo 对非达

西渗流固结问题进行了开创性和较为系统的工作，他

首次推导了考虑非达西渗流的竖井地基固结解析解，

并将其应用于工程实践[6, 17-19]。数值求解方面，Teh
等基于虚功原理推导了考虑非达西渗流的轴对称 Biot
固结有限元方程，并分析了非达西渗流对固结计算的

影响[20]。然而，国内方面相关研究工作未见报道。为

此，本文拟在经典 Biot 固结理论基础上引入 Hansbo
非达西渗流定律，应用加权残数法进行三维固结方程

推导，并通过自编程序进行分析。 

1  控制方程 
1.1  基本假设 

本文控制方程推导过程中的基本假定，除渗流模

型采用 Hansbo 非达西渗流定律外，其余假定同 Biot
固结理论，如土体均质饱和、小变形、不计惯性力和

体力等。图 1 所示为 Hansbo 非达西渗流模型。该模

型中渗流速度 v 与孔压梯度 i 之间存在如下关系： 
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式中  i0为起始水力梯度；il为门槛水力梯度。当水力

梯度 i 小于 il 时，流速与梯度间为幂级数关系，其渗

透系数为 k；当水力梯度 i 大于 il时，流速与梯度间为

线性关系，相应的渗透系数为 k。上式中，当 m=1，
i0=0 时，式（1）退化为达西定律。 

图 1 Hansbo 非达西渗流模型 

Fig. 1 Hansbo’s non-Darcian flow model 

另外，根据流速及其导数在门槛梯度处的连续条

件，可推导出：  0 1 /li i m m  ，  1/ m
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式（2）即为本文所采用的非达西流假定。il和 m 为基

本控制参数，其取值范围可参见后文。 
1.2  平衡方程 

取微元体进行分析，如图 2 所示。当不考虑加速

度影响时，微元体平衡方程、本构方程和小应变情况

下几何方程如下[3-4]： 
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其 中 ，   T[      ]x y z xy yz zx       ；      
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  T[     ]f u v w ；u，v，w 分别为 x，y 和 z 方向上位

移。微分算子[  ]及弹性矩阵[D]： 
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另外，根据太沙基土体有效应力原理，有 
     M p      ，          (4) 

式中，   T1  1  1  0  0  0M  ，p 为单元体超静孔隙水

压力。将几何方程代入本构方程，然后代入式（4），
可得 

       D f M p       。    (5) 
将式（5）代入平衡方程得 

         T T 0D f M p      。 (6) 
上式即为用位移和孔压表示的平衡方程矩阵式。 

图 2 土体单元示意图 

Fig. 2 Schematic diagram of soil unit 

1.3  渗流连续方程 

根据单位时间内从微元体流出的净水量与微元体

体积变化相等，可得 
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式中，vx，vy，vz分别为通过与 x，y，z 垂直面的渗流

速度，见图 2； v 为土体体积应变。式（7）的矩阵形

式可写为 
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式中，  T
  x y zv v v v    。 

根据 Hansbo 渗流模型，对微元体各方向（ = 
x，y，z），有 
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式中  当孔压梯度方向与微元体各方向的正方向相同

时，S 为+1；反之，当孔压梯度方向为负方向时，S
为-1。 

根据式（9），对渗流速度沿各方向求导，并且
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另外，效仿文献[20]，在进一步推导过程中用前一时

刻的孔压情况计算当前孔压梯度变量（或渗流速度）。

上述简化将对计算结果产生一定影响，但由于前后相

邻的两个时步孔压情况相差不大，故误差不大。经上

文假定后，式（10）可表述为 
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将式（11）代入渗流连续方程（7），可得 
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式中  Hx，Hy和 Hz计算式见式（12）；渗流控制矩阵 

为  
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1.4  边界条件 

静力 Biot 固结问题的边界条件可概况为 4 类，即

位移边界、应力边界、孔压（或流势）边界和流速(或
流量)边界[3-4]。前两类边界条件同一般力学问题，不

再赘述；孔压边界条件通常是指排水面上超静孔压为

零；流速边界则为完全不透水面上流速为零。另外，

对于图 2 所示的微元体，假设任意边界面 S 上，法向

流速为 vn，则流速边界条件可表示为 
nx y zlv mv nv v     ，      (14) 

式中，l ，m 和 n 分别表示边界面 S 与 x，y 和 z 轴正

向夹角的方向余弦。 
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2  有限元方程推导与实现 
上述控制方程建立后，可通过变分法、虚功法或

加权残数法等来建立有限元求解方程。下文将基于伽

辽金加权残数法进行推导。对于本文考虑非达西渗流

的Biot固结问题，首先要选择合适的位移与孔压模式。 
2.1  位移与孔压模式选取 

对于三维 Biot 固结问题，可采用空间 8 结点等参

单元进行离散。单元示意图如图 3，图中 2a，2b 和 2c
分别代表微元体 x，y 和 z 方向尺寸。其单元位移函数

和孔压函数如下： 
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式中  u， v，w ， p 为单元内任一点位移和孔压的

近似值；ui，vi，wi，pi为单元结点位移和孔压； iN 为

空间八结点单元形函数，其表达式为 

   1= 1+ 1+ 1+
8i i i iN      ( 1,2, ,8i   ) 。 (16) 

式中   ，， 为局部坐标系； i ， i ， i 为结点

局部坐标。式（15）写成矩阵形式如下： 
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式中   e T T T T
1 2 8[ ]    ， ， ， ； T[ ]i i i iu v w  ， ， ；
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1 2 8[ ]N N N， ， ， 。 

图 3 空间八结点单元 

Fig. 3 Spatial eight-node element 

2.2  平衡方程的离散 

根据加权残数法，平衡方程（6）在单元内部残数 

   e T T
If [ ] [ ][ ] [ ]R D f M p        ，   (18) 

以空间八结点单元形函数 Ni作为权函数，可得消除单

元内部残差的方程： 

e

e
If d 0i

V

N R V     ( 1,2, ,8i   )  。  (19) 

对方程（19）在各结点全部展开，并结合应力边界条

件，整理后可得离散后增量形式的平衡方程[4]： 
     e e e

e c f[ ] [ ]K K p R      。   (20) 

式 中      
e

e eT
f [ ] d

S

R N F S   ；  eF   

 T
,  ,  x y zF F F   ；

e

T
e[ ] [ ] [ ][ ]d

V

K B D B V  ； c[ ]K   

   
e

T [ ]d
V

B M N V 。另外， 1 2 8[ ] [ ][  ]B B B    ， ， ， ，

而 [ ]iB 为 6 × 3 阶 矩 阵 ， 且 有 [ ] [ ]i iB N   ，

1  2   8i  ，， ， 。 
2.3  连续方程的离散 

根据加权残数法，连续方程（13a）、（13b）在单

元内部残数为 

       T Te T
Iq [ ] [ ][ ][ ][ ]R M f M H k M p

t


    


  。(21) 

以空间八结点单元形函数 Ni作为权函数，可得消除单

元内部残差的方程： 

             
e

TT T d 0i
V

N M f M H k M p V
t
          。

  (22) 
对方程（22）中左边第 1 项，有 

       
e e

T T[ ] d [ ][ ] di i
V V

N M f V N M N V
t


        ， 

(23a) 
将式（22）中左边第 2 项展开，根据式（14），并利用

分步积分法，可得 

         
e

TT di
V

N M H k M p V     

     
e e

T e
nd [ ][ ] [ ] di i

S V

N v S N H k N p V     ，(23b) 

式中， 
T

    
x y z

   
      

。结合式（22）、（23a）、

（23b）可得 

       
e e

T T[ ][ ] d [ ][ ] [ ]i i
V V

N M N V N H k N         

 
e

e
nd di

S

p V N v S  ，( 1  2   8)i  ，， ，  。        (24) 

方程（24）对任一结点均成立，将其在 8 个结点上全

部展开，可得 8 个方程，写成矩阵形式为 

     e eeT
c s q[ ] [ ]K K p R    。      (25) 
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式中    e e
t     ；

e

T
s s s[ ] [ ] [ ][ ][ ]d

V

K B H k B V  ，

其中

T

s 1 2 8[ ]     [  ]B N N N
x y z

   
  

   
， ， ， ， e

qR   

e

T
n[ ] d

S

N v S ， e

qR 为单元等效结点流量列阵。对于

不排水边界，有 vn=0，则 e

qR =0。将连续方程（25）
两边关于 t 从 tj到 tj+1积分（下标分别表示第 j、j+1 时

刻），即 

     1 1 1e eeT
c s q[ ] d [ ] d dj j j

j j j

t t t

t t t
K t K p t R t      ，(26a) 

且利用近似式 

      
   

1

1

e e e

e e

q q

d

d =

j

j

j

j

t

nt

t

nt

p t t p p

R t t R





    

 






，

，
 (26b) 

可得 

     ee eT
c s p[ ] [ ]K t K p R        。 (27) 

其中， e

pR 为等效结点流量增量列阵，计算式如下： 

     
e e e

p q s[ ]
jj

R t R K p      
 。    (28) 

式（20）、（27）即为离散后考虑非达西渗流的 Biot 固
结理论有限元方程。 
2.4  计算思路与程序编制 

上文推导过程表明，基于非达西流与达西流的

Biot 固结有限元求解方程不同之处是在计算渗流矩阵

s[ ]K 时多出一项渗流控制矩阵[ ]H 。根据式（1）、（2）、
（13），当取合适的参数时，非达西流退化为达西流，

矩阵[ ]H 退化为单元矩阵，相应的渗流矩阵退化为达

西流情况。由此，上述计算过程可完全等同达西流情

况，仅在计算渗流矩阵时，需要通过前一时刻的孔压

情况确定当前渗流控制矩阵。其具体求解思路如下。 
在局部坐标系下（见图 3），当单元各结点孔压 j

ip
已知（j 表当前时刻），则下一时刻孔压梯度 ij+1 可近

似按下式计算： 
   

   

   

1 4 5 8 2 3 6 71

w w

1 2 5 6 3 4 7 81

w w

1 2 3 4 5 6 7 81

w w

1
8

1
8

1
8

j j j j j j j jj
j

x

j j j j j j j jj
j
y

j j j j j j j jj
j

z

p p p p p p p ppi
x a

p p p p p p p ppi
y b

p p p p p p p ppi
z c

 

 

 







        
 


          

          

，

，

。

  (29) 
当各方向的孔压梯度确定后，即可按式（12）确

定 Hx，Hy和 Hz，进而获得下一时刻渗流控制矩阵[H]。
另外，考虑到初始时刻地基中孔压梯度变化最大，可

近似认为此时渗流均符合达西渗流情况，故设置矩阵

[H]初始值为单位矩阵[20]。 
本文在谢康和 PDSS（平面变形、空间渗流）程

序和 SDSS（空间变形、空间渗流）[4]程序基础上，嵌

入非达西渗流模块，实现了可考虑非达西渗流的 Biot
固结理论求解。该程序可用于天然地基和竖井地基的

考虑达西与非达西渗流分析。下文将以 Hansbo 竖井

解析理论进行对比来验证本文数值解法的可靠性。 

3  验证与分析 
3.1  算例及计算工况 

本文采用Hird等和Teh等用过的单井地基算例进

行分析[20]。其基本尺寸如下：单井圆柱体影响域直径

De=3 m，涂抹区直径 ds=0.2 m，竖井直径 dw=0.1 m。

本文根据面积等效原则将其转换为长方体影响域[7]。

等效后的单井地基及相应尺寸 Be，bs和 bw如图 4 所示

（两者之间转换系数为 0.886）。竖井处理深度 H=5 m。

网格划分方面，平面内网格划分数为 17×17，深度方

向网格数为 11，八结点块体单元总数为 3179。边界条

件包括位移边界和排水边界：其中位移边界为顶部自

由，底部及四周滑动；排水边界为顶部、底部和四周

均不透水，仅地基表面竖井口透水。排水边界按上述

方法处理的目的是为了与 Hansbo 竖井解析理论相对

照。 

图 4 算例示意图 

Fig. 4 Calculation example 

另外，为了能与解析解进行对比，材料参数亦进

行了简化。一方面，不考虑井与井周土体力学性质差

异，均设为线弹性的各向同性力学体，力学参数为弹

性模量 E 和泊松比；另一方面，考虑到解析解是在

一维压缩情况下获得，故设泊松比=0。渗透性方面，

竖井(kw)、涂抹区(ks)、未扰动区竖向(kv)与水平向(kh)
的渗流线性段渗透系数取 [17]：kh/kv=4，kh/ks=4 和

kw/kh=104。非达西渗流控制参数 m 和 il 取值方面，

Hansbo和Dubin等均认为m=1.5能与实测结果吻合[18]，

Teh 等在分析中取 1.2～1.5[20]；关于 il 取值，Hansbo
的建议值为 4～10，Dubin 等的建议值为 8～35，本文
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取 5，10 和 20。基于以上研究成果，本文给出表 1 所

示 6 种计算工况。 
表 1 计算工况与参数取值 

Table 1 Calculation conditions and parameters 
计算 
工况 

工况
1 

工况 
2 

工况
3 

工况
4 

工况
5 

工况
6 

m 1.2 1.2 1.2 1.5 1.5 1.5 
il 5 10 20 5 10 20 

kh/ks=4.0，kh/kv=4.0，kw/kh=104，kh=10-8 m/s； 渗透系

数和力

学参数 
E=10.0 MPa，=0.0；地基顶部瞬时作用荷载
q0=100 kPa 

3.2  解析理论 

在验证本文数值方法计算结果可靠性的同时，还

将进行达西渗流与非达西渗流对比分析。下文给出

Hansbo 关于达西与非达西渗流解析解[18]。对于 Darcy
渗流情况，根据 Hansbo (1981)竖井解析理论，地基深

度 z 处竖井径向渗流平均固结度公式为  

h
h 2

e

8
1 exp

c tU
D

 
   

 
  。      (30) 

式中   h
h

v w

kc
m 

 ；
   

 v

1 1 2
1

m
E
 


 




； 1    

2 3  ；
2
e e sh

1 2 2
e w s s w

3ln ln
4

D D dk
D d d k d


    

            
；

 
2 2 2
w s sh

2 32 2 2 2
w e e w e

2 1 1
4

d d dk z H z
q D D d D


 
   

           
；

 
2 4 4 2
w s w sh

2 2 2 2 2
s e w e w w

1
4

d d d dk
k D d D d d

 
    

；
2
w

w w 4
dq k 

 。 

对于非达西渗流情况，根据 Hansbo 理论[17-19]，

相应的固结度计算公式为 
 1/ 11

0
h 2

e e w

1 1

mm
utU

D D

 

  
     
   

  。  (31) 

式中 h

w v

=
m





；
 

2

14 1

m m

m

m
m


 


； 1 2 3 4        ； 

  
 

  

2

1 2

11 1
3 1 3 1 5 1 2 5 1 7 1

mm
m m m m m m m




  
    

；

   1/ 1 1/ 1

e eh h
2

s s s w

1 1
2

m m
D D

m d d
 


 

      
       
      

； h h

s s

k
k




 ； 

   1/ 3 1/ 3

e eh h
3

s s s w

1 1 1
2 3 1

m m
D D

m m d d
 


 

                          
；

 
 1/ 1 1/2

e wh
4 2

w w e

1π 2 1 1
2

m m
D dz l z

q m d D





           
    

；

h
h 1m

l

k
mi

  ；t 为时间； 0u 为初始孔压，对于瞬时加

载， 0 0u q  。 
3.3  结果对比与分析 

6 种计算工况下，达西流理论解、非达西流理论

解和本文非达西流有限元求解结果对比如图 5 所示。

图中，平均固结度 Uh指地基总体水平向平均固结度。 
对于解析理论，有 

h h0

1 d
H

U U z
H

    。         (32) 
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图 5 不同工况下数值方法与解析理论对比 

Fig. 5 Results of numerical methods and analytical solutions.under  

..different conditions 

对于本文有限元求解，平均固结度 Uh为各结点孔

压均值与外荷载 q0的比值，即 
e

1e e
h

0

11
 

N
i

i
i

Vp
N V

U
q


 
  
 


，       (33) 

式中，单元平均体积
e

e
1e

1 N

i
i

V V
N 

  ，Vi 为单元体积，

Ne为单元数。 
工况 1～工况 6 的非达西渗流解析理论与数值方

法最大误差分别为 2.62%，4.94%，5.14%，4.53%，

8.08%，9.74%。 
分析图 5 及不同工况下非达西流有限元法与解析

法最大误差对比，可以得出如下关于考虑非达西渗流

计算相关的结论：①分别对比工况 1～工况 3 和工况

4～工况 6 的误差情况可知，当 m 一定时，随着 il增

大，有限元解法与解析解法误差增大；②分别对比工

况 1 与 4、工况 2 与工况 5 和工况 3 与工况 6 的误差

情况可知，当 il一定时，随着 m 增大，有限元解法与

解析解法误差增大；③6 种计算工况下两种方法的最

大误差均不超过 10%。 
另外，由图 5 还可知，有限元法计算结果介于达

西渗流与非达西渗流计算结果之间；考虑非达西渗流

对固结度计算结果有较明显的影响，这种影响随着参

数 m 或 il的增大而增大；6 种工况中，达西渗流与非

达西渗流计算结果最大误差达到 20%。 
值得一提的是，Hansbo 非达西渗流理论为近似

解[18]。例如，固结度公式（31）中的参数 il与竖井间

距和初始孔压等均相关，其与数值方法中一般的孔压

梯度并非完全一致[20]。上述近似性是本文方法与理论

解存在误差的原因之一。另外，本文数值方法中利用

当前时刻孔压确定下一时刻孔压梯度的做法亦是误差

源。 

4  结    论 
通过引用 Hansbo 非达西渗流模型，建立了考虑

非达西渗流的 Biot 固结理论控制方程。然后，基于加

权残数法推导了有限元求解表达式，并自编了相应的

程序进行分析。通过与考虑达西、非达西渗流的竖井

解析理论进行对比，验证了本文数值方法的可靠性，

并获得以下 3 点结论。 
（1）随着非达西渗流控制参数 m 和 il 增大，本

文有限元解法与解析理论的误差随之增大。 
（2）6 种计算工况下，本文数值法与解析理论最

大误差在 10%以内。 
（3）考虑非达西渗流对固结度计算结果有较显

著的影响，建议实际工程分析中，通过引入考虑非达

西渗流固结理论来获得更可靠的预测结果。 
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