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基于复数表达的随机渗流研究  
宋会彬，詹美礼，盛金昌，罗玉龙，黄青富 

(河海大学水利水电学院，江苏 南京 210098) 

摘  要：以复数形式表示渗透系数，将其变异值设置为复数的虚部。利用有限单元法，通过求解复系数线性方程组计

算随机渗流问题，并编制相应程序，计算结点水头和水头变异值。在应用蒙特卡罗法进行渗流计算时，仅考虑帷幕渗

透系数的变异，并假设其服从均匀分布。选取水头均值与水头标准差为蒙特卡罗法渗流计算的统计特征值。从数值方

面分析了基于复数表达的随机渗流计算所得的水头值及水头变异值与蒙特卡罗法计算的水头均值及标准差之间的关

系，验证了所用方法在模拟随机渗流场方面的正确性和可行性。为大型复杂问题的大变异性求解提供了方便快捷的计

算方法。 
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Stochastic seepage based on complex expression  
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Abstract: The permeability coefficient here is expressed in form of complex variable, the imaginary part of which is the 

variation value. The node head value and its variation value are calculated by self-compiling program according to the solution 

of linear equations with complex coefficient based on the finite element method. The permeability coefficient of curtain is 

considered as random variable and to be in uniform distribution by using Monte Carlo stochastic finite element method to 

calculate the stochastic seepage filed. The head mean value and the head standard deviation are used to represent the statistical 

values of the calculated results obtained by the Monte Carlo stochastic finite element method. The calculated values of head 

value and the head variation are compared with the head mean value and the head standard deviation by numerical simulation. 

The results demonstrate that the seepage calculation with permeability coefficient expressed in complex variable is correct and 

feasible. This study provides a convenient method for solving large complex problem under large variability conditions.  
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0  引    言 
渗流问题是水利工程中最为常见的问题之一，渗

流对建筑物，特别是土质建筑物及其地基会产生许多

不利的影响，因此在水工建筑物设计和运行管理中，

要进行渗流计算。渗流计算主要是为获得关键部位的

渗透梯度、渗流流速等。实际渗流场受到许多随机因

素的制约和影响，从而具有一定程度的不确定性。关

于渗流场随机性的研究，国内外已经有很多公认的研

究成果。如Yeh等[1-2]最先对非饱和渗流的随机性进行

了解析方面的研究。Tsao等[3]对深层土滑裂面上水头

势的随机波动作了研究，并由此得出了导水系数的隐

式表达。Zhang等[4-6]对非饱和稳定渗流以及非稳定渗

流的随机模型进行了系统的研究。Roy等[7]给出了饱和

渗流的谱随机分析法。盛金昌等[8]基于等效连续介质

模型，应用Taylor展开法分析裂隙岩体渗透性的随机

性与裂隙基本几何参数随机性的关系，然后用一阶

Taylor展开随机有限元法分析裂隙岩体渗流场的随机

性。Yang等[9]运用Karhunen Loeve 展开和摄动方法相

结合的随机数值方法分析饱和–非饱和流问题。何翔

等[10]采用精细积分法对Biot 方程进行时间离散，提出

了基于精细积分的岩体渗流–应力耦合瞬态渗流场分

析的精细积分有限元法。李锦辉等[11]推导了三维稳定

渗流的随机有限元列式，并应用于随机渗流计算。王

亚军等[12]采用Monte Carlo法研究了长江堤防在设置

了防渗措施的复杂边界条件下的三维渗流场的随机
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性。但是该法需要大量的随机抽样，计算量大，所以

应用受到一定的限制。王媛等[13]推导了三维非稳定渗

流的随机有限元列式，结合一阶Taylor级数展开随机

有限元法，推导出渗流场中流量的均值和方差的计算

公式。此方法在考虑渗透介质的不均匀性方面，渗透

系数的变异系数最大值取到0.3，这与实际工程情况有

一定差距。基于以上各方法的不足之处，本文从工程

实际应用出发，考虑复杂问题的大变异性渗流计算问

题，采用复数形式表达渗透系数，以其虚部表示变异，

把以复数表达的渗透系数代入渗流方程即可得以复数

表达的水头值，其虚部表示水头的变异值。分析比较

了渗透系数设置不同变异值的情况下，复数表示渗透

系数渗流计算得出的水头及其变异值与蒙特卡罗法计

算所得水头均值和标准差的关系，并在数值方面进行

了验证。虽然本文所用方法理论方面还不成熟但数值

验证表明本方法计算量小，参数的变异范围大，在大

型复杂问题的大变异性求解方面具有明显优势。 

1  蒙特卡罗法 
蒙特卡罗方法[14]也称为随机模拟方法，有时也称

作随机抽样技术或统计试验方法，是一种具有独特风

格的数值计算方法。它的基本思想是，为了求解一个

问题，首先建立一个概率模型或随机过程，使它的参

数等于问题的解。然后通过对模型或过程的观察或抽

样试验来计算所求参数的统计特征，最后给出所求解

的近似值，而解的精确度可用估计值的标准误差来表

示。应用蒙特卡罗法进行随机渗流计算时，首先假定

渗透系数具有一定的概率分布规律，根据选定的分布

规律，进行随机抽样，然后进行渗流计算得出各渗透

系数下的水头值，再对水头值进行数据统计，最终得

出水头的均值与标准差。蒙特卡罗法计算简单，准确

性高，是一种公认的较好的渗流模拟方法。因此本文

将复数表示渗透系数渗流计算得出的水头及其变异值

与蒙特卡罗法计算的水头均值及标准差比较，来验证

本文所用方法的正确性和可行性。 
用蒙特卡罗方法模拟某随机过程时，需要产生各

种概率分布的随机变量。最简单、最基本、最重要的

随机变量是在[0，1]上均匀分布的随机变量。其它分

布的随机数都可以在[0，1]区间均匀分布随机数的基

础上经变换得到。产生随机数的方法一般有物理方法、

数学方法、随机数表 3 种，在计算机上主要应用数学

方法。产生伪随机数的数学方法很多，如平方取中法、

移位指令加法、同余法等等，对产生的随机数应进行

一定的统计检验，最主要的检验是对伪随机数进行均

匀性和独立性的检验。同余法是目前最通用的[0，1]

随机数产生的方法。其定义为：2 个整数 a，b分别除

以正整数 m后的余数相等，称 a，b关于 m同余。本

文计算中将土石坝模型的帷幕渗透系数假定为均匀分

布，进行随机抽样。 
均匀分布的概率密度函数为 

 

1 ( )
( )

0

a x b
b af x

    

 其他

  ，    (1) 

累计概率函数为 

( ) x aF x
b a





  。            (2) 

显然其值域R为[0，1]，则均匀分布的随机变量可由[0，
1]间的伪随机数得到，即 

 ux a b a R     。            (3) 

2  以复数表示渗透系数的渗流计算 
随机渗流场研究一般将渗透系数看作随机量，假

设渗透系数具有一定的概率分布规律。在各种概率分

布中均值与标准差是反映渗透系数分布的主要参数，

而变异系数正是反映两者之间关系的无量纲数学量。

变异系数在概率论与数理统计中有重要应用，其数学

定义为：随机变量 X的标准差与其数学期望的比值称

为 X的变异系数。变异系数反映了 X对于平均值的“相

对离差”。 
本文提出将渗透系数以复数形式表示，表示方式

如下： 
ik k   。              (4) 

式中  实部 k为渗透系数的均值，是确定项，通过计

算可求得稳定的渗流场； 为渗透系数的变异系数；

虚部 与 k相乘后为渗透系数的变异值，即标准差，

是变异项，表示渗透系数对均值的“绝对”离散程度，

通过计算可求得脉动的渗流场。本文以式（4）表示复

数形式的渗透系数，式（4）仅是一个简单的复数，不

涉及复杂的复变函数等解析函数。 
三维正交各向异性非均质稳定渗流定解问题的描

述[15-16]为 

0x y z
H H Hk k k

x x y y z z
                        

。 (5) 

式中  kx，ky，kz均为正交各向异性渗透系数，以复数

形式表示；H为水头，也是简单的复数表示，并非解

析函数，其实部表示水头均值，虚部表示水头变异值

即标准差。对式（5）考虑两类边界条件： 
（1）水头边界条件为 

   
1 1, , | , ,H x y z f x y z    ；       (6) 

（2）流量边界条件为 
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本文在以下讨论与数值验证中，仅考虑渗透系数

的变异。对于水头和流量边界条件认为是确定性条件，

不存在变异，虽也均以复数形式表示，但是其虚部项

为零。 
根据渗流的连续性方程，利用变分原理可得三维

渗流有限元计算的基本格式为 
 e e eM p F   。           (8) 

式中  ep 为复数，实部表示结点水压力值，虚部为结

点水压力变异值；[M]e 为单元渗透矩阵，其中各渗透

系数均用复数表示，形式如式（4），计算如下： 

e , , d ( , 1,2, ,8  , 1,2,3)ij i l lm j mm N K N i j l m


    ； ，(9) 
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x y z


  
    

    ，

(10) 
式中，Ni为空间八结点等参单元的形函数。 

最后由单元渗透矩阵形成整体渗透矩阵，可得 
          M p F   ，            (11) 

式中各量均用复数表示。 
目前对自由面问题的求解技术基本上已比较成

熟，本文计算采用初流量法进行求解。初流量法实际

上是引用非线性力学分析中初应力法的思想，将非线

性问题转化为一系列线性问题进行求解的做法，初流

量法解决了变网格法中单元畸形的问题。 
首先将达西定律改写为 

0
,    ( , 1,2,3)i ij j iv k h q i j      ，  (12) 

式中为张量指标记法， iv 为流速，kij为渗透张量， 0
iq

为初流量值，各量均为对应复数的实部。 
由于干区无渗流（不考虑非饱和渗流的作用），实

际的 iv 为 
0

,         ( , 1,2,3)i ij jv k h i j     。   (13) 

式中  对于湿区， 0
ijk =kij；对于干区， 0

ijk =0。湿区和

干区的渗透张量为复数形式渗透系数的实部。这样，

初流量值就为 
 0 0

,  ( , 1,2,3)i ij ij jq k k h i j     。  (14) 

将式（14）代入渗流连续性方程，可得  
     0

, ,
0 , 1,2,3ij j i i

k h q i j     。 (15) 

对整个区域进行有限元离散，根据伽辽金法不难

得到下列有限元方程： 
  0M h Q Q     。          (16) 

式中  [M]，Q 为一般的总体传导矩阵和等效结点流

量；Q0为由初流量引起的等效结点流量，式中各量也

为复数，Q0高斯积分公式为 

     
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(17) 
式中，[B]是单元几何矩阵；he为单元结点水头列阵，

用复数表示。 
渗出边界是自由面的延续，在该边界上应恒满足

其边界上的结点水头势等于其位置势，此处结点水头

势为结点水头的实部，即 
H Z   。              (18) 

由于渗出边界是自由面（浸润面）的延续，因此，

渗出边界范围亦是未知的，有待计算求解，同样存在

迭代求解的问题。计算分析的自由面是通过压力水头

p/＝0 的条件插值求得的。然而，对于渗出边界来说，

其上各点恒满足 p/＝0。故此，渗出边界范围是无法

通过插值求得。正因为如此，渗出边界条件既带有第

一类边界条件的属性，但渗出边界范围又不是已知确

定的。同样，本文在处理时，仍从其物理特征出发，

即实际渗出结点的充要条件是在渗出边界上的结点必

须有水流出溢。从而，计算分析中，对于真实渗出边

界结点的确认条件为 

     
 

0 
i i

i

H Z

Q

  




，

，
           (19) 

式中，水头势和流量均为结点水头势和流量的实部，

定义结点流量以流入渗流域为正，反之为负。 
在满足式（19）条件下的可能渗出边界结点（静

水位以上所有临空面上的结点均视之为可能渗出边界

结点）才视之为真实渗出结点，以第一类边界条件视

之，则 

i iH Z   。               (20) 

且式（19）中的等效结点流量计算关系式为 

e

d d d
e

i i i
i x y z

N N NH H HQ k k k x y z
x x y y z z

      
         
 ，

(21) 
式中，Ni为 i 结点的形函数，

e
 表示对与 i 渗出结

点有关的单元求和。 
在迭代过程中，真实渗出结点总数是变化的，当

迭代至收敛于稳定解，才是不变的。初始求解，可将

全体可能渗出点视作真实渗出点，进行迭代求解。 
通过以上求解，最终可得结点水头值及水头变异

值，以复数形式表示为 
iH H    ，             (22) 

式中，H 为结点水头值，H 为水头的变异值。水头变

异值表示由于渗透系数波动引起的水头值偏移量，因

此，可认为水头也具有一定的波动性。水头的变异值
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也是另外一种意义上的标准差，因此计算所得的水头

变异值均取绝对值。 
本文以复数表示渗透系数，代入渗流计算方程，

通过求解复系数线性方程组计算出水头值及水头值变

异值，将此计算结果分别与蒙特卡罗法计算的水头均

值与标准差比较，得出两者之间的关系。这种关系在

理论上还没有得到论证，所以本文仅从数值方面进行

验证，以此得出复数表示渗透系数的渗流计算方法的

正确性和可行性。 

3  数值验证 
取一透水地基上的土石坝坝段进行计算，尺寸如

图 1 所示。土石坝上游水位高程为 52 m，下游水位高

程为 28 m，帷幕深 8 m，计算坝段宽 20 m。各介质的

渗透系数如表 1 所示。 

 

图 1 土石坝断面图 

Fig. 1 Section of earth-rock dam 

表 1 介质渗透系数统计量 

Table 1 Statistics of permeability coefficients 

介质类型 x向渗透系数 y向渗透系数 z向渗透系数 

K1 5.0×10-5 5.0×10-5 5.0×10-5 

K2 5.0×10-5 5.0×10-5 5.0×10-5 

K3 1.2×10-3 1.2×10-3 1.2×10-3 
坝体 1.2×10-3 1.2×10-3 1.2×10-3 

心墙 1.0×10-6 1.0×10-6 1.0×10-6 
帷幕 1.0×10-7 1.0×10-7 1.0×10-7 

本算例假设介质 3 个方向的渗透系数均相同，且

只考虑帷幕渗透系数单独变异。应用蒙特卡罗法计算

时，设帷幕的渗透系数均匀分布，变幅范围为

[1.0×10-8，1.0×10-6]，随机抽取 25 组，每组 1000 个渗

透系数，渗透系数的变异系数为每组抽样数据的标准

差与对应均值的比值，本文抽样数据的变异系数变化

范围为[0.45，0.73]。应用自编程序计算时，帷幕渗透

系数的实部为每组抽样数据的均值。 
3.1  随机渗流场的复数表达数值论证 

将复数表示渗透系数渗流计算得出的结点水头值

和水头变异值分别与蒙特卡罗法计算的对应结点的水

头均值和水头标准差进行比较（以下将复数表示渗透

系数渗流计算得出的结点水头值和水头变异值简称为

水头值和水头变异值）。比较结果如下分析。 
图 2 为截取剖面上浸润线以下所有结点在变异系

数为 0.4617 时，结点水头值与水头均值之间的拟合曲

线。通过计算可知，水头值与水头均值呈线性关系， 
数值上基本相等。 

 

图 2 变异系数为 0.4617 时水头与水头均值比较 

Fig. 2 Comparison between head and head mean value under  

variation coefficient of 0.4617 

水头变异值与水头标准差之间的关系如图 3 所示

（此图为截取的计算剖面的局部放大图，变异系数为

0.4617）。由图 3 可知，在帷幕周围及浸润线渗出点附

近水头变异值与水头标准差基本相等；在帷幕下游侧

两者之间有一定差距，但基本呈线性关系。 

 

图 3 变异系数为 0.4617 时水头变异值与水头标准差比较 

Fig. 3 Comparison between of head variation value and head  

      standard deviation under variation coefficient of 0.4617 

图 4 为截取剖面上浸润线以下所有结点在变异系

数为 0.4617 时，水头变异值与水头标准差之间的拟合

曲线。由图 4 可知，截取剖面上的结点两者之间都呈

线性关系，拟合直线的斜率基本在 0.87 左右。 
综合分析图 3，4，帷幕上下游不同部位结点的水

头变异值与水头标准差的拟合直线斜率略有不同。通

过比较截取剖面所有结点在不同变异系数下的水头变

异值与水头标准差，得出水头变异值与水头标准差的

拟合直线斜率变幅范围为[0.8，1.09]。总体上帷幕上

游侧的结点水头变异值小于水头标准差；帷幕下游侧

的结点水头变异值大于水头标准差；距离帷幕较远的

上下游侧，两者基本相等。这说明帷幕周围的结点，
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由于受到帷幕渗透系数变异的影响，其求得的水头变

异值与水头标准差之间的大小关系并不完全一致。具

体由于何种原因产生此种现象，在日后的进一步研究

中需要重点讨论，在此不再说明。 

 
图 4 变异系数为 0.4617 时水头变异值与水头标准差比较 

Fig. 4 Comparison between head variation value and head  

        standard deviation under variation coefficient of 0.4617 

由以上分析可知，应用复数表示渗透系数渗流计

算的结点水头值与蒙特卡罗法计算的结点水头均值基

本相等，水头变异值通过线性变换可求出水头标准差。

因此，本文所用方法模拟的渗流场与蒙特卡罗法模拟

的渗流场相近，证明了复数表示渗透系数渗流计算方

法的正确性和可行性。 
3.2  变异系数取值范围讨论 

以往的渗流计算中，在考虑渗透介质的不均匀性

方面，渗透系数的变异系数最大值取到 0.3[13]。本文

计算时随机抽取 25 组，每组 1000 个数据，随机数据

的变异系数变化范围为[0.45，0.73]。 
图 5 为截取的计算剖面的局部放大图，图中数值

表示不同变异系数下计算的水头变异值。由此可看出，

渗透系数的变异值越大，对水头值的影响范围越大，

并且影响幅度也在增大。受帷幕渗透系数变异影响最

大的部位是帷幕周围及其下游侧，因此，帷幕渗透介

质均匀与否直接影响下游的渗流场分布。对于上下游

距离帷幕较远的部位，受渗透系数变异的影响较小，

可忽略不计。 

 
图 5 变异系数为 0.4617 和 0.6068 时水头变异值分布图 

Fig. 5 Distribution of head variation value under variation  

.coefficient of 0.4617 and 0.6068 

选取剖面不同部位的点，分析在不同变异系数下

水头值及水头变异值与水头均值及水头标准差之间的

关系。选取帷幕位于 K3 地层中的上游侧#489 结点与

下游侧#495 结点分别进行比较。计算网格划分时，将

帷幕单元在水平向均分为 5 份，#489 结点和#495 结点

是帷幕上层单元的底部结点，具体位置见图 1，6。 

 

图 6 结点位置详图 

Fig. 6 Map of node location 

图 7 和图 8 分别为不同变异系数下#489 结点和
#495 结点，水头值与水头均值及水头变异值与水头标

准差的拟合曲线。由于随机抽样时，各组数据的均值

不完全相同，稍有差异，使得变异系数与变异值大小

分布规律不完全一致。图 7，8 中各点的分布规律与渗

透系数的变异值关系密切，各点按照渗透系数变异值

的由小到大依次由下至上分布。 

 

 

图 7 #489 结点与#495 结点的水头与水头均值比较 

Fig. 7 Comparison between head and head mean value at node 

No. 489 and node No. 495 

通过计算可知，变异系数在小于 0.73 的情况下，

水头值与水头均值之间的相对误差在 2%以内；在帷

幕周围及下游渗出点处，水头变异值与水头标准差之
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间的拟合直线的斜率在 1.0 左右。由此可见，复数表

示渗透系数渗流计算方法可以很好地模拟渗流场的不

确定性。 

 

 

图 8 结点 489 与结点 495 的水头变异值与水头标准差比较 

Fig. 8 Comparison between head variation value and head  

      standard deviation at node No. 489 and node No. 495 

3.3  计算效率分析 

本文算例中，在相同的计算精度和变异系数下，

应用蒙特卡罗法计算与应用复数表示渗透系数法计算

所需的迭代次数与计算时间对比如表 2 所示（仅选取

8 个变异系数进行比较）。 
表 2 计算效率对比 

Table 2 Comparison of computing efficiency 
蒙特卡罗法 复数表示渗透系数法 

变异 
系数 

迭代次

数 
计算时

间/s 
变异系

数 
迭代 
次数 

计算 
时间/s 

0.4617  8000 38823 0.4617  8 53 
0.5140  7984 30996 0.5140  8 54 
0.5534  7996 31042 0.5534  8 51 
0.5748  7983 30992 0.5748  8 54 
0.5990  7979 30976 0.5990  8 53 
0.6194  7894 30646 0.6194  8 52 
0.6726  7685 29835 0.6726  8 53 
0.7260  7998 31050 0.7260  8 53 

本文计算所用模型较为简单，计算结点与单元都

很少，但由表 2 仍可看出，复数表示渗透系数法比蒙

特卡罗法在迭代次数与计算时间上要少很多。这是由

于蒙特卡罗法一方面需要抽取大量的随机数据，再对

抽样数据分别进行计算；另一方面，对计算结果仍要

进行数据统计。复数表示渗透系数渗流计算法仅需输

入复数形式渗透系数，即可得到水头及水头变异值，

大大缩短了计算时间，提高了计算效率，这种优势在

大型模型计算中将更为突出。因此，复数表示渗透系

数渗流计算法是一种高效率的渗流计算方法。 

4  结    论 
本文以复数形式表示渗透系数，将渗透系数变异

值设置为虚部，应用自编程序计算水头及水头变异值，

计算结果以复数形式表示。通过与蒙特卡罗法计算的

水头均值和标准差比较，从数值方面论证了本文所用

方法的正确可行性以及本方法在计算大变异性问题方

面的优点，得到以下 3 点结论。 
（1）不同变异系数下复数表示渗透系数渗流计

算法计算的水头值与蒙特卡罗法计算的水头均值相

对误差在 2%以内；水头变异值与蒙特卡罗法计算的

水头标准差之间呈线性关系，拟合直线斜率变幅范围

为[0.8，1.09]。这说明本文所用方法的计算结果与蒙

特卡罗法的计算结果相近，因而复数表示渗透系数渗

流计算法可以很好地模拟渗流场的不确定性，证明了

此方法正确可行。 
（2）以往的随机渗流计算方法所取的渗透系数

变异范围较小，均在 0.3 以内，这与实际工程复杂的

渗流场情况差别较大。本文所用复数表示渗透系数渗

流计算法在变异系数小于 0.73 时，通过简单的线性计

算便可准确的得出水头均值与水头标准差，且计算量

小。所以复数表示渗透系数渗流计算法为解决大型复

杂问题的大变异性求解提供了方便快捷的计算方法。 
（3）本文以复数形式表示的渗透系数，计算结果

与蒙特卡罗法计算结果之间的关系仅在数值上得到了

验证，理论上的证明是下一步研究的主要工作。最后，

本文得出的结论仅考虑了帷幕渗透系数的变异，当在

复杂地基中，地层本身渗透系数也存在差异，考虑多

个渗透系数变异也是下一步研究的重要方向。 
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