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梯度塑性理论的计算方法与应用 
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摘  要：基于有限元自动生成系统(FEPG)，开发使用梯度塑性理论的有限元程序，用于解决应变软化后的网格依赖性

问题。提出带阻尼因子的u  算法，联立求解位移方程和屈服面方程，既可同时解得位移和塑性乘子，又避免了广泛

使用的应力返回算法中的应力拉回运算。在 D-P 准则中引入软化模量和材料内部特征长度，使本构模型能够考虑软化

和梯度效应。在软化问题求解上使用阻尼牛顿法，算例结果表明，带阻尼因子的u  算法能够计算应变软化问题，以

有限元弱形式表达的梯度塑性理论，使用一阶单元就能够得到合理的结果，在一定网格范围能够得到稳定的应力应变

曲线。 
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Abstract: Based on the FEPG platform, the finite element program using gradient plastic theory is developed to solve mesh 

dependence after strain softening. A u   algorithm with damp factor is proposed, which can solve the equation of 

displacement and yield surface simultaneously. The algorithm can not only get displacement and plastic multiplier together, but 

also avoid the stress haul back calculation in stress return algorithm widely used in finite element solution procedures. The 

softening modulus and the internal character length are introduced into D-P yield function, and the constitutive model can 

consider strain softening and gradient effect. The damp Newton algorithm is used to calculate softening problems. The results 

of a case study show that the u   algorithm with damp factor can be used to solve softening problems, the gradient plastic 

theory described by finite element weak form has no requirement of continuity, and appropriate outcome can be obtained by the 

first-order element, thus the mesh dependence of simulation is basically solved. 

Key words: gradient plastic theory; u   algorithm; damp Newton method; strain softening; mesh dependence 

0  引    言 
岩土材料中的应变局部化现象一直是岩土工程学

科的研究热点。岩土是不均匀材料，随着塑性变形的

发展，变形模式会由均匀变形渐进发展成局限在有限

宽度的带状区域内的非均匀变形，即形成宏观剪切带。

自然界中存在不同尺度的剪切带，从岩石、土体中的

微观剪切带到十几米、甚至几百公里长的巨型剪切带。

剪切带的研究主要从理论分析、试验研究和数值模拟

三个方面进行。传统塑性理论没有包含材料内部长度

参数，难以预测剪切带的启动和形成后的特性。剪切

带形成过程中应力应变关系表现出软化特性，偏微分

控制方程丧失椭圆型，在传统有限元计算中则表现为

剪切带的宽度和荷载位移曲线病态地依赖于网格的划

分，这种现象被称为网格敏感性或者网格依赖性。 
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克服有限元计算的网格依赖性，主要使用有限元

网格技术处理方法和改进本构模型方法。改进网格技

术包括网格自适应技术[1]、扩展有限元[2]、无网格法[3]

等，自适应网格技术没能考虑材料的力学特性，只是

从数值计算的角度来解决网格自锁问题，不能完全克

服网格敏感性问题。扩展有限元和无网格法是针对材

料的强不连续问题如断裂等提出的，作为有限元方法

的扩展和补充，在解决网格畸变问题上具有先天优势，

发展还不够成熟，无网格法也存在计算量大、效率低

等缺点，许多无网格法的稳定性比较差，缺乏严格的

数学证明。 

相比之下改进本构模型方法中的 Cosserat 连续体

理论[4]、梯度理论[5-6]是从改进控制方程入手，保持控

制方程椭圆型，能够同时考虑材料的力学特性，是解

决网格依赖性的一种合理可行的途径。梯度理论同经

典塑性理论的主要区别是将软化参数的梯度引入材料

的屈服函数，从而使一点的屈服不再仅与该点的软化

参数有关，还受到相邻区域软化参数的影响。影响域

的尺度将由所给定的材料内在特征长度决定。由于塑

性区的大小总是一定的，从而用不同的单元网格进行

计算时，将得到稳定的荷载位移关系曲线[7]。梯度理

论在数值实现方面的主要困难在于软化模式中塑性应

变的二阶偏导数难以计算。宋二祥[7]建议将该二阶偏

导项用积分来代替，便可以在求解边值问题的总体迭

代过程中，利用上次迭代所得结果来进行计算。De 

Borst 等[8]基于 mises 屈服准则，采用罚函数方法推导

了只需满足 C
0 连续的混合元公式，对一维和二维的边

值问题进行了数值模拟，使用三角形和四边形梯度塑

性混合元等进行了应变局部化现象的模拟。李锡夔等[9]

提出了一个考虑有限应变和应用混合应变元的梯度弹

塑性连续体有限元方法，解析地导出了梯度塑性下一

致性单元切线刚度矩阵和速率本构方程的一致性积分

算法。Manzari 等[10]将梯度塑性理论引入无网格法的

环境，进行了基本理论和公式的推导。Hashiguchi 等[11]

提出了能够描述应变率的扩展梯度弹塑性本构方程，

用于预测剪切带宽度，结果表明尽管应力应变依赖于

材料参数，剪切带的宽度由表征不均匀变形的梯度参

数决定。朱以文等[12]在 ABAQUS 中引入了一种八节

点缩减积分的梯度塑性单元，在边坡剪切带的计算中

消除了经典有限元计算的网格依赖性问题，可以得到

正确的荷载位移曲线和稳定的剪切带宽度。Mroginski

等[13]将热力学与梯度理论结合进行饱和多孔材料变

形和应变局部化的研究。根据当前的围压和饱和水平

描述破坏模式的转化点，推导了排水条件和不排水条

件下不连续分叉的局部化的指标。 

本文提出联立求解位移方程和屈服面方程的带阻

尼因子的u  算法，可以同时解得位移和塑性乘子，

避免广泛使用的应力返回算法中应力拉回运算。在

D-P 模型中引入梯度塑性理论，考虑应变软化和梯度

效应，在软化问题求解上使用阻尼牛顿法，使椭圆方

程保持正定性。基于有限元生成系统编制了梯度塑性

理论有限元程序并进行算例分析。二维算例结果表明

算法可行，使用一阶单元就能够得到合理的结果。 

1  基于阻尼牛顿法的梯度塑性理论 
有限元程序自动生成系统(FEPG)是一个有限元

语言的平台。采用了 3 项软件技术：生成器技术；组

件化技术；公式库技术。因其代码开放，灵活度高，

故选择作为研究手段。 

FEPG 由物理模型（即微分方程）和算法通过生

成器技术产生数值计算程序。核心的问题就是将物理

问题归结为微分方程表达式，允许采用张量运算表达

式，可用公式库中微分算子构造微分方程表达式。首

先由偏微分文件(PDE)生成单元计算程序；然后由算

法文件(NFE)调用单元计算程序，生成组集线性代数

方程组的程序，这两部分程序是有限元计算解决问题

的核心部分，因此根据问题的方程表达式和算法通过

PDE 文件来给出物理模型是使用 FEPG 平台开发程序

的主要工作[14]。 

1.1  阻尼牛顿法
[15]

 

数值求解非线性方程组 

    0a P a R   
 

  
          

(1) 

的一个最著名的方法是 Newton-Raphson 方法。它是一

个最基本而且十分重要的方法，目前使用的很多有效

的迭代法都是其为基础而发展得到的。Newton 法虽然

有收敛快和自校正等优点，但是应用到实际计算中仍

存在一些问题。例如，在某些非线性问题（如理想塑

性和软化塑性问题）的迭代过程中，Jacobi 矩阵

TK a   可能是奇异的或者病态的。于是对
TK 求

逆会出现困难。为了克服这一点，可以采用带参数的

Newton 法。需要引进一个正的阻尼因子 n ，以使

T

n nK I   成为非奇异的或者使它的病态性质减弱

（这里 I 是 N N 阶的单位矩阵）。这时在 Newton 法

中用 

        
   

1

1 T

n n n

n na a K I a 


   
 
    

 
(2) 
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代替    
1

1 T

n n

n na a K a


   。式中， n 的作用是改变

了矩阵
TK 的对角元素，只要 n 选得足够大就可使矩

阵 T

n nK I  具有对角优势，从而消除了奇异性。 

将阻尼牛顿法应用到弹塑性计算中，进而提出带

有阻尼因子的u  算法，阻尼因子能够强制保持控制

方程的正定性，解决应变软化求解的收敛困难问题。 

1.2 u  算法 

由弹塑性理论，计算给定边界条件下的应力和位

移分布时，需要满足以下条件：  

平衡方程为 

0L F  
  

；            (3)
 

应力矢量为 

T

, , , , ,yy zz yz xz xyxx          ；  (4) 

体积力 F 为 

T

,, zx yF F FF     ；      
   

(5)
 

微分算子 L 为

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

x z y

L
y z x

z z x

   
   
 

   
    
 
   
 

   
 

；

 

(6)

 
几何方程为 

 
TT , ,L u v w 

 
 。   

        
(7) 

其中，u，v，w 为坐标方向的位移，应变矢量为 
T

, , , , ,yy zz yz xz xyxx        
 
。

    
(8) 

弹塑性材料的本构关系基于屈服函数和流动法则

以增量形式给出。假设一个迭代步开始时总应变、塑

性应变、应力分别为
n ， p

n ，
n ，一个迭代步过程

中产生的总应变、塑性应变、应力增量分别为
n ，

p

n ，
n ，一个迭代步完成后的总应变、塑性应变

和应力分别为 1n  ， p

1n  ，
1n 
，满足： 

            

1

p p p

1

1

 

 

 

n n n

n n n

n n n

  

 

 















 


 
   

，

，

。
            

(9) 

那么由第 n 个迭代步结果求第 n+1 个迭代步结果需要

求解的方程组（10）包括平衡方程、屈服面方程和流

动法则： 

1

1

p

0

0

n

n

n n

FL

f

f




















 




 

，

，

。             

(10) 

式中，
1nf 
为屈服函数，未知量为

1n 
， p

1n  ，
1n 
。

可由第 n 个迭代步的结果
n ，

n 求出第 n+1 个迭代

步的结果
1n 
，

1n 
。 

将方程组（10）中平衡方程写成弱形式得 

     1, ,n F u      ，         (11) 

其中的(,)表示求内积。化为增量形式即得到 

       , , ,n nF u        。 (12) 

弹性刚度矩阵 D 为 

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0.5 0 0(1 )(1 2 )

0 0 0 0 0.5 0

0 0 0 0 0 0.5

E
D

  

  

  

 





 
 


 
 

  
   

 
 

  

，

则有 

  e p

n n n nD D        
 
。

  
(13) 

假设屈服函数只是应力与内变量  的函数，即

 ,f f   ，由一致性条件得 

T

d d d
f f

f  
 

  
  

  
   。     (14) 

对式（14）进行线性化得 
T

1n n n n

f f
f f  

 


  
  

 



    。 (15) 

即 
T

1n n n n

f f
f f 

 
  

  
  






   

 
T

p

n n n nD f
f f

m 
 

 
  

   



 




 

。(16) 

式中，内变量可以是塑性功、塑性体应变、广义塑性

剪应变，m 取值如下[15]： 

T p

T p

p T

T p

T p

T

p 1 2p

d )

d )

((d ) d ) )

m

f
w

f
e

f f

e

 


 









 

  











    
   

    


 




 


 








         

        

( 

(

 (

 

，(17) 

式中，  T 1 1 1 0 0 0e  。 

将式（16）代入 1 0nf   ，得 

 
T

p 0n n n n

f f
D m f  

 

  
     

 



 。 (18) 

将式（12）、（13）、（18）带入（10）得 
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      

 

p

p

p

T

0 

 

, , ,n n n

n n n n

n n

D u

f
D

F

f
m

f

f

   

 

   












   


  

    



  
  

 
  



，

，

。

(19) 

将式（19）中的流动法则代入式（17）、（18）中，得到 

   

T T

 , , ,

 

n n n

n n n

f
D u

f f f f
D m D f

F    



   

  



   
     

  

                      





。

，

(20) 

其中屈服函数方程可以整理为 
T

T

n n

n

f
D f

f f f
D m




 





 
  

 
 

   
 

   

  。          (21) 

为了求解方程，在式（19）中采用阻尼牛顿法，

使控制方程的矩阵满足正定性要求，设阻尼因子为

 ，则得到 
T

1
n n n

f
D f

A





 



   


 

    

 

。

   

(22) 

其中 

  

T
f f f

A D m 
  

   
   

     

。

  

(23) 

 的取值如下，分别考虑软化和硬化情况： 
T T

T T

3.5 ) 

2 ) 

f f f f f
D m D

f f f f f
D m D

    


    

        
    

        
 

        
            

 ( ，

 ( 。

 

(24)

 
将式（22）代入式（20）中的平衡方程得 

T
1

( , ) ( , )n n

f f
D D D

A
   

 

  
   

     

( , ) ( , ) ( , )n

n

f f
D F u

A
   




  


  ，  (25)

 
求解式（25）即可得到位移。 

对于弹塑性模型，如果在增量过程中发生了屈服，

那么更新后的应力状态点应该落在硬化后的屈服面

上，而屈服面的大小和增量过程中发生的塑性应变大

小相关，塑性应变大小又要按流动法则确定，一个正

确的程序应保证这些都是协调的。常用的应力积分算

法是应力返回算法，即先是弹性预测，然后对弹性预

测的应力进行拉回屈服面的修正。而式（25）中右端

存在上步屈服函数的值，允许计算残差的存在，当前

一次迭代值落在屈服面时为零，因 0nf  ，但当 0nf 

时，上述方程可自动校正，回到屈服面，避免了拉回

计算。 

如果将式（20）中屈服函数写成关于塑性乘子的

弱形式： 

 
T

, ,n nf
f

D  



 

 


 
 

 





   

T

,n

f f f
D m 

  


  
   


   
  

   
   

。  (26) 

参照（23）使用阻尼牛顿算法，将其与平衡方程弱形

式联立得到 

     

   
T

, , , ,

, , ,  

n n n

n n n

f
D D u

f
D

F

A f

    



    


  







 
   

 
 

 
     

 

 
  

 

。

(27) 

当给定边界条件，求解联立方程组（27），结果同

时满足位移方程和屈服面方程，即迭代求解出的应力

一定在硬化屈服面上。这种算法引入阻尼因子，适用

于软化问题求解，可以同时求得塑性乘子和位移，并

避免应力的拉回运算，称为带阻尼因子的联立求解

u  算法。 

程序中使用增量的全量形式处理，将对应的平衡方

程和屈服函数方程写成全量形式： 

 

     

 

   

1 1

1 1, ,

, , , ,

, ,

, , ,

n n

n n

n n n

n n n

f
D

F

f
A D

f
A

D

f
D

D f

D u

 


   

    

   


   

 














 

 









      

 
  

 

 
   




 
 


     

，

。

(28)

 

1.3  u  算法的梯度塑性理论应用 

梯度塑性理论是解决网格依赖性的一种可行方

法，因梯度项的存在使其数值求解存在一定难度，如

位移和塑性乘子的联立求解和对单元连续性的要求。

将位移和塑性乘子同时进行有限元离散时，由于存在

梯度项，塑性乘子要满足 C
1 阶的连续性要求，因此对

插值函数有选择，需要使用高阶单元或者混合单元。

本文使用等效积分弱形式，算法对单元连续性没有高

阶要求，采用常规 4 节点单元计算。下面在联立求解

u  算法框架内引入梯度塑性理论。 

岩土工程中 D-P 屈服准则应用广泛，屈服函数可

以写为 

       tan 0f q p d     ，     (29)
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其中， 1 3p I  ， 23q J ， d 和  是 D-P 准则中

屈服线在 p–q 平面上的截距和倾角，与黏聚力和内摩

擦角有关。假定 d 发生软化，引入软化模量和梯度项。

梯度项的引入使得求解必须使用联立求解方式。梯度

塑性理论下的 D-P 屈服面可表示为 

     2 2, tanf k q p d hk hl k       ，(30) 

其中，梯度塑性理论中应变软化效应主要由 hk 项体

现， 2 2hl k 项则给出了软化在梯度上的限制， h 为软

化模量、 l 为材料的内部特征参数， k 为硬化参数，

对于相关联流动法则，与塑性乘子的关系如下：  

     
2

d 1 2 t a n 9 d dk        。    (31) 

参考式（14）～（16），带有软化项和梯度项的屈服函

数可线性化为 

 

T

1

T

2 2

      

n n n n n n

p

n n n n

f h h
f f

f

f f
D m

l

f

 


   

 




 

        

 

  
  

  

  
    

  
 

 
2 2

n nh hl      

  

。

                

(32) 

将流动法则代入平衡方程和屈服面方程中，消去
p

n 得到 

 
   

2

T

2

,

, ,  

0 

n n

n

n n n

n n n

f
D

u

f f f

h h f

D

F

m

l

  


  







 


  







   
   

  
 


     
         



  

    

 

 

，

。
  

(33) 

式（33）中的屈服函数方程整理可以得到 

 

T

n

f f f
D m h 

  


    
        



         

2 2

T

n nn

f
hlD f  








    

 
  

。

     

(34) 

对屈服函数式（34）使用阻尼牛顿方法，引入阻尼因

子 ，得到 
T

2 2

n n n n

f
A D fhl  



 
   

 
  

 



  

 ，(35) 

式中， 
T

f f f
A D m h

  
 

   
    

     

。

  

(36) 

阻尼因子 的取值见式（24），其中系数可以针

对不同的问题适当调整，本文经过对存在理论解问题

的计算，阻尼因子分别取为 3.5 和 2.0。 

将屈服函数（35）写成塑性乘子的弱形式 

   2 2, ,n nA hl        

 

 
T

, ,n n

f
D f  



  
        

 ，    

 

(37) 

进一步使用分部积分得到 

   2, ,n nA hl        

 

 
T

, ,n n

f
D f  



  
         

。

     

(38) 

联立平衡方程和屈服面方程得到 

 

   

   

 

2

T

, ,

, ,

, ,

, ,

 

 

n

n

n

n

n

n

nF

A hl

f

D D

f

f

D

u

   



    



 






 


 

 
   






    



     

 



     



。

，

    

(39) 

其中，屈服面方程同样存在右端项，即使前一次迭代

残值不等于零，得出的解仍满足屈服面方程，避免了

拉回运算。但是屈服函数方程右端项  ,nf  由于梯度

项的存使其在屈服函数中直接求解不便，依据式（30），

写成弱形式表示式为 

   , tan ,nf q p d       

   2 2, ,n nh hl      。       (40) 

分部积分得到 

   , tan ,nf q p d       

   2, ,n nh hl         。   (41) 

与经典 D-P 屈服函数 dp

nf 相比，式（14）可以写成 

       dp 2, , , ,n n n nf f h hl           。(42) 

这样将屈服函数
nf 的求解分为两部分，软化项和梯度

项直接放到方程组中求解。得到将平衡方程和屈服函

数方程的联立方程组式（43），即梯度塑性理论的联

立求解公式。式（43）的矩阵形式推导过程详见附录。 

 

   

   

 

   

2

T

dp

2

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

n n

n n

n

n n

n

n

F

A hl

f
D f

h h

f
D

u

l

D   



    

  


 


  

     






     

      

 
   

   





    


 

  ，

。
     

(43) 

梯度塑性有限元将塑性乘子作为一个未知量与位

移一起求解，依据 Kuhn-Tucker 条件 

   , d 0 d 0 , 0f f       ， ， ，   (44) 
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当前应力点位于屈服面内部时，  , 0f    ，则

d 0  ；当前应力点位于屈服面上时，  , 0f    ，d

依据式（43）求解。  

将式（43）的全量形式在偏微分方程 PDE 文件和

算法程序 NFE 文件中实现并给定边界条件，即梯度塑

性有限元方法。 

2  算    例 
将梯度塑性理论的有限元程序用于土样压缩计

算，选取平面应变试验条件，试样尺寸为 50 mm×100 

mm×1 mm，使用 4 节点单元，每个节点有竖向位移、

水平位移和塑性乘子 3 个自由度。施加初始固结压力

100 kPa，进行应变控制加载。试样的上下端部是位移

边界条件，顶部加载过程中各点竖向应变始终相等，

约束水平位移；左右两侧是力的边界条件，试样底部

固定，如图 1 所示。 

图 1 有限元几何模型 

Fig. 1 Geometric model of finite elements 

基于 D-P 模型的参数，弹性模量为 10 MPa，泊松

比 0.4，有效密度为 1500 kg/m
3， 为 45°，d为 70 kPa，

阻尼参数取为 3.5 和 2.0，使用 1.0e-5 误差控制，竖向

压缩 5 mm。 

不考虑梯度项时，网格划分 20×40=800 个单元，

不同软化模量，即 h 分别为-10，-70，-100，-200，

-300 kPa 时的应力应变曲线如图 2 所示，
a 和

a 分别

是轴向应力、应变，计算结果说明算法能够计算应变

软化。 

 

图 2 不同软化模量的应力应变曲线 

Fig. 2 Stress-strain curves of different softening moduli 

其中软化模量为-100 kPa 时的塑性乘子与广义塑

性剪应变云图如图 3 所示，试样受到端部约束的影响

呈鼓胀破坏形式，形成了明显的交叉型应变集中区域，

即剪切带。 

材料内在特征长度是根据问题的性质、要求来确

定，可取 0.1 m，或者 1.3D50 等
[12]，当软化模量取-100 

kPa，内部特征参数 0.001 m，划分不同单元进行分析，

分别为 10×20=200、15×30=450、20×40=800 的网

格划分，得到的应力应变曲线如图 4 所示，竖向应变

在 3%左右达到峰值，不同网格得到的峰值应力相同，

过峰值后应变 4%之前的应力应变曲线一致，说明没

有因网格不同产生应力的分叉，应变超过 4%后，不

同网格产生差异，最大是 25 kPa。 

图 3塑性乘子和等效塑性应变云图 

Fig. 3 Nephograms of plastic multiplier and generalized plastic  

.strain 

图 4 不同网格划分的应力应变曲线 

Fig. 4 Stress-strain curves of different meshes 

对于 15×30 = 450 个网格的情况，d 为 40 kPa，

软化模量-60 kPa，其他参数不变，改变梯度项系数

0.001，0.01，0.1 m，得到的应力应变曲线如图 5 所示，

不同内部特征长度对试样的峰值影响不大，对峰值后

的下降过程有影响，随着内部特征参数减小，梯度项

引起的差异减小。 
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图 5 不同梯度项系数的应力应变曲线 

Fig. 5 Stress-strain curves of different gradient coefficients 

验证不同内部特征长度情况，梯度理论的计算情

况，当梯度项系数 0.1 m，其他参数同上，不同网格

划分情况的应力应变曲线如图 6 所示，网格分别为

10×20=200，15×30=450，20×40=800，25×50=1250，

30×60=1800。对于网格为 200，450，800 的情况见

图 6（a）与图 4 相比，因 d 值和软化模量绝对值降低，

应力峰值降低，且峰值后下降段平缓；不同网格应力

应变曲线比较接近，在最后的最大差异是 28 kPa。继

续细化网格到 1250，1800 的情况见图 6（b），峰值稍

有差异，网格数为 800 与 1800 的最大差值是 14 kPa，

应力应变曲线的峰值后软化段基本一致。与文献[12]

相比，在网格差别较大的情况能得到更为稳定的应力

应变曲线。 

图 6 不同网格划分的应力应变曲线 

Fig. 6 Stress-strain curves of different meshes 

3  结    语 
本文基于有限元自动生成系统编制了使用梯度塑

性理论的有限元程序。提出带阻尼因子的u  算法，

联立求解位移方程和屈服面方程，同时得到位移和塑

性乘子，并避免了应力返回算法中的应力拉回运算；

在软化问题求解上使用阻尼牛顿法。二维算例结果表

明，使用一阶单元就能够得到合理稳定的应力应变曲

线关系。 
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附录：算法矩阵形式推导过程 

为了求解屈服函数的偏导数，引入对称矩阵 P，

 ，令 

2 1 1
0 0 0

3 3 3

1 2
0 0 0 0

3 3

1 2  
0 0 0 0

3 3

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

P

 
  

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 

，

   

(A) 

 
T

1 3,1 3 1 3, ,0,0,  0  。

 

用应力表示 p，q，屈服函数可以写为 

   T T 2 23
, tan

2
f k P d hk hl k          。(B) 

应力偏导数为 

T

T

3
tan

3
2

2

f P

P





 


 


 。    (C) 

为了对塑性乘子使用 C
0 阶连续插值函数，引入向

量  , ,x y z    ，其中
x

x








，
y

y








，
z

z








。 

塑性乘子的梯度为    ，则 2 yx

x y





   

 
 

z

z




。 

将位移 u 和塑性乘子  作为独立的变量进行离

散，设 a 和为单元节点位移和塑性乘子列向量，插

值函数分别为 N 和 q，则单元内任意点位移和塑性乘

子通过节点插值u Na ， Tq  则 LNa Ba   ，

 2 2 T Tq p     。 

将屈服函数和平衡方程写成矩阵形式对于相关联

法则 

aa aλ e a

λa λλ

T

0 0 0 0 d

0 0 d

0 0 0 d 0

c c

c c

K K a f f

K K K K f

K K K 

  

  

  
 

   
 
 

。(D) 

其中， 2 T( )d
V

K h l N N V   ，
T

V

f
K h 



  
      
   

f
D



 


 
Tqq dV ， 2 T

V

K h l q   dN V ， cK   

Td
V

qq V ， c T d
V

K N N V   ， c

V

K qN    dV 。

 


