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灌浆岩石锚杆拉拔变形和刚度的理论解析 

许宏发，王  武，江  淼，佟  佺 

(解放军理工大学工程兵工程学院，江苏 南京 210007) 

摘  要：岩石锚杆的变形计算是锚固工程设计中的一个关键因素。基于协调剪切变形段锚杆和岩体间剪切变形刚度的

线性假定，不协调剪切变形段锚杆和岩体间剪应力沿杆长呈幂函数型分布的假定，通过荷载传递微分方程，对全灌浆

锚杆和有自由端灌浆锚杆的拉拔变形和刚度进行了理论分析，推导出沿杆长剪应力分布函数、轴力分布函数和位移分

布函数，进而可获得锚杆最大拉拔力和拉拔荷载–位移曲线。根据剪滞理论，由灌浆锚杆周围岩体单元应力平衡微分

方程，推导出锚杆与岩体之间剪切弹性变形刚度的计算公式。与其它理论结果比较，表明本分析方法是合理的、可行

的，对于灌浆锚杆变形、刚度及强度设计具有参考价值。 

关键词：灌浆岩石锚杆；拉拔变形；拉拔刚度；拉拔荷载–位移曲线；剪滞理论 

中图分类号：TU47       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2011)10–1511–06 

作者简介：许宏发 (1964–  )，男，江苏泰州人，教授，主要从事岩土工程方面的教学与研究工作。E-mail: 

xuhongfa21@163.com。 

Theoretical analysis of pullout deformation and stiffness of grouted rockbolts 

XU Hong-fa, WANG Wu, JIANG Miao, TONG Quan 

(Engineering Institute of Engineering Corps, PLA University of Science and Technology, Nanjing 210007, China) 

Abstract: The deformation calculation of rockbolts is one of key factors in anchor engineering design. In the segment of the 

shear deformation compatibility between the rockblots and the surrounding rockmass, the linear shear deformation stiffness is 

assumed. In the segment of the deformation incompatibility, the power function model of the shear stress distribution along the 

rockblots is presented. By means of the loading transfer differential equation, the pullout deformation and stiffness on the fully 

grouted and the grouted rockbolts with free end are analyzed. And the shear stress distribution function, the axial force 

distribution function and the displacement distribution function along the rockbolt are derived. Thus the maximum pullout force 

and pullout load-displacement curve on the grouted rockbolts can be obtained. Based on the shear-lag theory, from the 

equilibrium differential equation on an infinitesimal element of the rockmass around rockbolts, the calculation formulae for 

elastic deformation stiffness on the interface between the rockbolts and the rockmass are deduced. The comparison between the 

present results and other theoretical estimates shows that the proposed method is reasonable and feasible and has reference 

value for the design of deformation, stiffness and strength of grouted rockbolts. 
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0  引    言 
在地下工程中，如国防工程、地下采矿等，岩石

锚杆被广泛采用。研究表明，岩石锚杆可以有效改善

岩体的受力状态，控制节理变形，提高岩体自身的支

撑能力。但目前，对岩石锚杆的作用机理认识还不清

楚，尤其定量估计锚杆拉拔变形和刚度，十分困难，

锚杆设计还处于经验和半经验状态。要认识锚杆的特

性，可以通过锚杆现场试验、现场监测、数值模拟及

解析方法来实现。许多学者对锚杆特性进行大量的现

场或实验室的试验研究[1-5]，这些研究成果对锚杆理论

分析和设计打下了良好的基础。 

对全长砂浆锚杆，常采用解析方法进行研究。

Gurung
[6]总结了一维解析分析的基本思路，并对参数

选取进行了讨论。Indraratna 等[7]基于收敛控制方法对

灌浆锚杆的设计进行了研究。Cai 等[8]提出了一种估计

灌浆锚杆轴向力的分析模型，根据变形协调原则，锚

杆和岩体相互作用机理被描述。Li 等[9]提出了 3 种受

力类型砂浆锚杆的分析模型：①承受集中拉拔荷载的
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锚杆（拉拔试验）；②安装在均匀变形岩体中的锚杆；

③安装在张开型节理岩体中的锚杆，对砂浆锚杆的设

计具有较好的使用价值。Farmer 等[10]和 Stillborg 等[11]

均提出剪力分布按指数函数规律变化，沿杆长逐渐减

小。很多学者利用这一假定，进行了大量的研究，分

析不同状况下锚杆的受力机理和极限承载力[2, 8-9]。 

但这些研究成果，往往注重研究锚杆的抗拔承载

力，对锚杆的变形和刚度研究较少。而有些情况下，

对锚杆的变形控制是十分重要的。如岩锚梁的设计中，

就必须要求锚杆有较小的变形和较大的拉拔刚度[12]。

锚杆是隐蔽工程，如能从锚杆和岩体的剪切特性，探

求得到锚杆拉拔性能，如轴力分布曲线、侧阻力分布

曲线、位移分布曲线、拉拔荷载–位移曲线等，则有

利于锚杆设计，必将受到工程设计技术人员的欢迎。 

本文基于协调剪切变形段锚杆和岩体间剪切刚度

的线性假定，不协调剪切变形段锚杆和岩体间剪应力

沿杆长呈幂函数型分布的假定，通过荷载传递微分方

程，分析沿杆长剪力分布函数、轴力分布函数、位移

分布函数，进而得到锚杆拉拔荷载–位移曲线。本文

方法，对于灌浆锚杆变形、刚度及强度设计，具有参

考价值。 

1  全灌浆岩石锚杆的变形 
1.1  锚杆和岩体协调变形分析 

为了简化计算，假定注浆体与岩体的特性相同。

锚杆荷载传递法的基本概念是假设锚杆侧面与岩体之

间以切向线性弹簧联系，如图 1 所示。 

 

 

图 1 锚杆荷载传递法计算简图 

Fig. 1 Sketch of load transfer method for rockbolt  

这些线性弹簧的应力–应变关系，代表了锚杆–

岩体之间的荷载传递关系。侧面线性弹簧表示桩侧阻

力(x)和剪切位移 s(x)之间的关系。锚杆和岩体之间剪

切位移协调。截取锚杆上任一单元体，见图 1（b）。 

根据该单元体的静力平衡条件得到 

bd ( ) 2π ( )dT x r x x    ，        (1) 

式中，x 为单元体的深度，T(x)为沿锚杆轴力分布函数，

(x)为沿锚杆剪切应力分布函数，rb 为锚杆半径。 

通过计算单元体产生的弹性伸长量，可得 

2

b b

d  ( ) 1
( )

d π

s x
T x

x r E
    ，       (2) 

式中，Eb 为锚杆的弹性模量，s(x)为沿锚杆位移分布

函数。 

对式（2）求导，并将式（1）代入，得到抗拔锚

杆荷载传递法的基本微分方程 
2

2

b b

d ( ) 2
( )

d

s x
x

x r E
   。         (3) 

假定，锚杆侧面与岩体之间剪切变形满足 

( ) ( )x ks x    ，              (4) 

式中，k 为锚杆与岩体之间的剪切弹性变形刚度，

kPa/m。如图 2 中线性剪切变形曲线。 

设参数， 

b b

2k

r E
    ，             (5) 

将式（4）代入式（3），解微分方程，并由边界条件

00
)( sxs

x



， 0

d

d


Lxx

s
，得 

0

cosh[ ( )]
( )

cosh( )

L x
s x s

L






   ，       (6) 

式中，L 为锚杆长，s0 为锚杆端部位移。 

根据式（2）、（6），解得 

2

0 b b

sinh[ ( )]
( ) π

cosh( )

L x
T x s r E

L







   ，   (7) 

0

cosh[ ( )]
( )

cosh( )

L x
x s k

L







   。       (8) 

因此，岩石锚杆的初始拉拔刚度为 

2

b b

(0)
π tanh( )

(0)
t

T
K r E L

s
     。     (9) 

1.2  锚杆和岩体不协调变形分析 

许多学者对锚杆和砂浆接触面剪切机理进行了研

究[13-14]，并且得到类似的结论，认为侧限应力对抗剪

强度的影响较大。其变化规律：随着剪切位移的增大，

剪切应力增大，基本成线性关系；达到最大剪切强度

后，随着位移增加，剪应力减小，直至达到一个残余

强度。图 2（a）表明了锚杆和砂浆接触面剪切位移变

化规律。为了简化计算，本文采用图 2（b）所示的接



第 10 期                     许宏发，等. 灌浆岩石锚杆拉拔变形和刚度的理论解析 

 

1513 

触面剪切模型来表示。 

从图 3 沿锚杆剪应力分布可以看出，最大剪切应

力出现在锚杆端部。当端部剪应力达到最大剪应力m

后，锚杆与岩体接触面开始出现剪切破坏，锚杆变形

与岩体变形不协调。随着拉拔力 T(0)的增加，剪切破

坏区增长，破坏区深度 x1 增大。因此锚杆与砂浆接触

面出现了不协调变形和协调变形。不协调变形在锚杆

浅部，协调变形在锚杆深部。协调变形段剪力与轴力

分布与 1.1 节相同。 

 

 

图 2 锚杆和砂浆接触面剪切应力–位移曲线 

Fig. 2 Curves of shear stress vs. displacement of interface between  

bolt and rockmass 

（1）锚杆与岩体不协调剪切变形段 

对锚杆与岩体不协调剪切变形段，剪应力沿杆长

的分布形态非常复杂，根据接触面剪切模型的不同而

不同。图 3 中，Li 等[9]假定的剪应力分布曲线为 ABD，

Cai 等[14]建议的分布曲线为 ACD。由于剪胀效应的存

在，剪应力分布更加复杂，但由小变大的趋势是一定

的。很多试验证实，当剪应力达到最大剪切强度后，

强度下降，并达到一个残余强度。 

为了简化，我们假定沿杆长剪力分布为连续曲线，

服从幂函数分布，并假设剪力分布方程为 

    1

1 1

( ) 1  ( )m r r m m

x x
x x x

x x

 

      
   

         
   

，

 (10) 

式中，x1 为锚杆与岩体不协调剪切变形段与协调剪切

变形段的交界点坐标（破坏区深度），r为残余剪切强

度，m 为最大剪切强度，为残余剪切强度与最大剪

切强度的比值 r m   ，为常数。 

根据式（1），并代入边界条件：
00

( )
x

T x T

 。 

1b m

0 b m 1

1

2π (1 )
( ) 2π      ( )  

( 1)

r
T x T x r x x x

x





 





   


， 

 (11) 

式中，T0 为锚杆端部轴力。 

根据式（2），代入边界条件
00

( )
x

s x s

 得 

20 m
0 2

b b b b 1

2 (1 )
( )

π ( 1)( 2)

T
s x s x x

r E r E x





 

 


   

 
 

2

1

b b

  ( )m x x x
r E


 。                    (12) 

 

 

图 3 沿锚杆剪应力和轴力分布曲线 

Fig. 3 Distribution curves of shear stress and axial force along  

..rockbolt 

（2）锚杆与岩体协调剪切变形段 

锚杆与岩体协调剪切变形段剪力分布与 1.1 节分

析基本相同。根据式（8）有 

 
 m 1

1

cosh ( )
( )      ( )

cosh ( )

L x
x x x

L x


 




 


 。 (13) 

同样可以得到 

 
 

2m
b b 1

1

sinh ( )
( ) π      ( )

cosh ( )

L x
T x r E x x

k L x







 


，(14) 

 
 

m
1

1

cosh ( )
( )          ( )

cosh ( )

L x
s x x x

k L x






 


   (15) 

（3）锚杆端部拉拔力、拉拔位移及 x1 的计算 

对沿锚杆剪应力分布曲线（式（10）、（13））进行

积分，并乘以(2rb)，可求得锚杆端部拉拔力为 

 0 b m 1 1

1 1
2π tanh ( )

1
T r x L x


 

 

 
   

 
 ， (16) 
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解方程（16），即可求得 x1。 

式（16）的等号两边对 x1 求导，并求解 x1，可求

得最大拉拔力时剪切面临界破坏深度。即当 

1

1 1
ln

1 1
x L

  

  

  
      

  ，  (17) 

式（16）取得最大值，既锚杆抗拔力最大值 Tmax，为

极限抗拔力。 

同样，对沿锚杆轴力分布曲线进行积分，并除以

( 2

b bπr E )，可求得锚杆端部拉拔位移为 
2

20 1 m 1 m m
0 12

b b b b b b

2 (1 )

π ( 1)( 2)

T x x
s x

r E r E r E k

   

 


   

 
。(18) 

式（16）、（18）是关于参数 x1 的参数方程，很容

易能画出锚杆拉拔荷载–位移曲线。由拉拔荷载–位

移曲线就可求得任一点的割线刚度 Ks。初始刚度 Kti

可采用式（9）计算。 

2  有自由端灌浆岩石锚杆的变形 
2.1  有自由端灌浆岩石锚杆的初始刚度 

在实际工程应用中，岩石锚杆端部一般还留有一

定长度的自由段。设有锚杆自由段长度设为 Lf，灌浆

锚固段长度为 La，如图 4 所示。 

 

图 4 有自由端锚杆结构图 

Fig. 4 Sketch of rockbolt with free end 

若设锚杆锚固段变形 Sa、自由段变形为 Sf，则锚

杆的全长变形[15]： 

a fs s s    ，           (19) 

根据
t

T
s

K
 ，代入式（19）有 

T a f

1 1 1

K K K
    ，          (20) 

式中，Kf为锚杆自由段刚度；Ka为锚杆锚固段刚度。 

由材料力学可知， 
2

b b

f

f

πr E
K

L
   ，            (21) 

式中，Lf为锚杆自由段长度。 

若拉力不是太大，锚固段刚度 Ka 可根据式（9）

计算，即 Ka=Kti。这样锚杆的刚度为 

2

a f b b

T

a f f

π tanh( )

tanh( ) 1

K K r E L
K

K K L L

 

 
 

 
 。 (22) 

2.2  有自由端锚杆变形分析 

以锚固段开始端为 x 坐标原点。因为锚杆自由端

中应力处处相等，所以锚杆端部拉拔力与锚固段开始

端拉拔力相同，由式（16）可得锚杆端部拉拔力为 

 f b m 1 a 1

1 1
2π tanh ( )

1
T r x L x


 

 

 
   

 
 。 (23) 

锚杆锚固段拉拔力最大时，剪切面破坏深度为 

fc a

1 1
ln

1 1
x L

  

  

  
      

 。  (24) 

由式（18）得到锚杆端部拉拔位移为 
2

2f f 1 m 1 m m
f 12

f b b b b b b

2 (1 )

π ( 1)( 2)

T T x x
s x

K r E r E r E k

   

 


    

 
。 

(25) 

式（23）、（25）是关于参数 x1 的参数方程，很容

易能获得有自由端锚杆的拉拔荷载–位移曲线。由拉

拔荷载–位移曲线就可求得任一点的割线刚度。 

3  参数 k 的确定 
剪滞理论（shear–lag method）首次在纤维复合材

料分析中被提出。Cai 等[14]将该理论用于岩石锚杆拉

拔分析中。图 5 所示为锚杆周围岩体无穷小单元的应

力状态。 

 

图 5 锚杆周围岩体单元应力状态 

Fig. 5 Equilibrium of an infinitesimal element of rockmass around  

rockbolt 

设锚杆周围岩体径向剪应力的分布函数为(r, x)。

根据锚杆周围岩体单元应力状态，由力平衡条件得到

平衡方程[14]
 

( , ) ( , )
( , ) 0

r x r x
r r r x

x r

 


 
  

 
 ， (26) 

式中，(r, x)为锚杆周围岩体径向剪应力， (r, x)为岩

体中平行于锚杆的压应力。 

在拉拔过程中， (r, x)的变化很小，其导数可忽

略不计。这样式（26）只剩下后两项，求解微分方程， 
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并代入边界条件
b

( , ) ( )
r r

r x x 


 ，得 

b( , ) ( )
r

τ r x x
r
   ，          (27) 

式中，(x)为锚杆与岩体接触面的剪应力。 

根据弹性力学几何方程， 

m

( , ) ( , ) ( , )r x u r x s r x

G x r

  
 

 
  ，   (28) 

式中，u (r, x)为岩体的径向位移，s(r, x)为岩体中与锚

杆平行的位移。 

在锚杆拉拔过程中，径向位移的变化与拉拔位移

比较起来，要次要得多，因此可忽略径向位移的影响。

将式（27）代入式（28），并忽略径向位移后对式（28）

求积分，得 

b

R
b b

m m b

( ) ( )d
( ) ln

r

r x r xr R
s x

G r G r

   
   

 
   ， (29) 

式中，s(x)为锚杆与岩体接触面上的位移（协调变形），

R 为锚杆的影响半径，Gm为岩体的剪切模量。 

由式（4）和式（29）可知，当灌浆体与岩体特性

相同时 

 
m

b bln /

G
k

r R r
   。           (30) 

如果灌浆体与岩体特性不相同，则式（29）可改

写为 

g

b g
b

g m

d d
( ) ( )

r R

r r

r r
s x r x

rG rG


 
  

 
 
   

   g b g

b

g m

ln ln
( )  

r r R r
r x

G G


 
  
  

，  (31) 

式中，Gg 为灌浆体的剪切模量，rg 为钻孔半径。 

由式（4）、（31）可知，当灌浆体与岩体特性不相

同时 

   
g m

m g b g g bln ln

G G
k

G r r G R r r

 
 

 。  (32) 

4  检验与比较 
岩石锚杆的拉拔试验由 Stillborg 所做，详细试验

资料见文献[11]。Li 等[9]和 Cai 等[8]则利用该试验作为

理论模型的验证和参数的反分析。对于全灌浆岩石锚

杆，已知：最大拉拔力 Tmax=180 kN；锚杆长度 L=1.5 

m；锚杆半径 rb=10 mm；锚杆弹性模量 Eb=210 GPa；

锚杆钻孔半径 rg=17.5 mm；砂浆泊松比g=0.25；砂浆

弹性模量 Eg=35 GPa；混凝土试件（相当于围岩）弹

性模量 Em=45 GPa；混凝土泊松比m=0.25。由文献[8，

9]的假定，=r/m=0.1；锚杆影响半径取 R=10Eb/ 

[(Eg+Em)/2]rb。图 6，7 分别比较了锚杆轴力分布和剪

应力分布的不同理论分析结果。比较可知，本文研究

成果与其他学者的研究结果相类似。 

由式（32）计算得到，参数 k = 384.6 GPa/m，由

式（9）计算得到初始拉拔刚度 Kti= 1.26 GN/m。分析

时，若取参数 = 25，则在最大拉拔力时，不协调变

形段的长度 x1= 1.41 m；最大剪应力强度为m=12 

MPa。而文献[8，9]反分析获得的最大剪应力强度分

别是 12.8 MPa 和 13.8 MPa。可见本文分析方法是合

理的。 

 

图 6 试验锚杆轴力分布理论分析比较 

Fig. 6 Comparison among theories on axial force distribution  

along a fully grouted rockbolt at different levels of applied load 

 
图 7 试验锚杆剪应力分布理论分析比较 

Fig. 7 Comparison among theories on shear stress distribution 

along a fully grouted rock bolt at different levels of applied load 

由式（16）、（18）可作出试验锚杆的拉拔力–位

移曲线，如图 8 所示。 
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图 8 试验锚杆拉拔荷载–位移曲线 

Fig. 8 Curve of pullout load vs displacement on a full grouted  

rockbolt 

 

5  结    论 
灌浆岩石锚杆在工程中应用十分广泛，但锚杆设

计仍处于经验和半经验的状态。本文分别对锚杆与岩

体之间变形协调段和不协调段的拉拔变形、刚度进行

了理论分析，获得如下成果： 

（1）对于锚杆与岩体之间协调剪切变形段，假定

锚杆和岩体接触面剪切刚度为线性，利用荷载传递微

分方程，推导出了岩石锚杆的初始拉拔刚度计算公式。 

（2）对于锚杆与岩体之间不协调剪切变形段，假

定锚杆和岩体接触面剪应力沿锚杆呈幂函数型分布，

推导出沿杆长的轴力分布函数和位移分布函数，进而

可获得锚杆最大拉拔力和拉拔荷载–位移曲线。 

（3）对锚杆与岩体之间剪切弹性变形刚度（即系

数 k）的取值进行了研究，推导出灌浆体与岩体特性

相同和不同条件下参数 k 的计算公式。 

（4）根据已有的理论，对本文的结果进行了验证，

结果表明本文的研究成果与其他学者的研究结果较吻

合，但分析方法更简便，对岩石锚杆的设计具有参考

价值。 
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