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Herschel–Bulkley浆液在裂隙中的扩散规律研究 
章  敏，王星华，汪  优 

(中南大学土木建筑学院，湖南 长沙 410075) 

摘  要：基于柱坐标系下的流体连续性方程和动量方程，对 Herschel–Bulkley浆液在光滑倾斜裂隙内做径向扩散流进行
了理论推导，讨论了灌浆时间、灌浆压力、流变指数、裂隙开度及倾角对扩散规律的影响。研究结果表明：在注浆压

力恒定的灌浆过程中，存在一极限扩散半径，且随着扩散范围的增大，进浆量逐渐降低，灌注难度逐渐增大；提高注

浆压力以及降低浆液的流变指数有利于扩大浆液的扩散范围，且裂隙倾角越大，顺坡向与逆坡向的扩散半径差值也越

大，特别是对于流变指数 n 小于 1 的剪切稀释浆液其差值尤为明显。该结果由于综合了牛顿、宾汉塑性和幂律型流变
模式流体的扩散规律，从而为更好地认识各类非牛顿流体在岩体裂隙、界面、裂缝中的流动规律提供了理论参考。 
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Diffusion of Herschel–Bulkley slurry in fractures 

ZHANG Min, WANG Xing-hua, WANG You 
(School of Civil and Architectural Engineering, Central South University, Changsha 410075, China) 

Abstract: Based on the continuity equation and the momentum equation in the cylinder coordinate, the motion equation of 

Herschel–Bulkley slurry front with radial flows in inclined, narrow smooth-walled fracture is theoretically derived. Then the 

impacts of grouting time, grouting pressure, rheological index and fracture aperture and dip angle on the slurry diffusing law are 

discussed in the analytical solution. The results show that a limited diffusion radius is reached for the case of constant grouting 

pressure. The grouting capacity decreases with the spreading of the diffusion range and the slurry becomes difficult to be 

injected. Furthermore, increasing the grouting pressure and decreasing the power law index are helpful to expand the spreading 

range. The greater the fracture dip angle, the greater the difference of diffusion radius between down-slope currents and 

inverse-slope currents, especially for the case of shear-thinning fluids. Because of the integration of spreading laws of fluids of 

Newton, Bingham plastic and Power law rheological model, this solution provides a reference for a better understanding of the 

flows of various non-Newtonian fluids in rock fractures, interfaces and cracks. 
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0  引    言 
目前对于注浆扩散理论的研究，大多分别针对牛

顿流体、无屈服值的幂律流体和宾汉流体三类。在灌

浆中常用的水灰比在 0.55～2 之间的水泥基浆液、硅
酸溶液、低分子有机浆液等液体均属于以上几类流变

模式，对于这几类流体的研究报道也较多。文献[1]考
虑注浆压力梯度在一段时间内和整个时间内为常数的

两类情况，得出宾汉浆液在平板裂隙模型中作一维瞬

态流动的封闭解。另外，部分学者基于浆液黏度随时

间呈指数函数分布的试验规律，考虑浆液黏时变效应，

推导出了牛顿流体作一维管流和二维径向流时的扩散

半径公式[2]及宾汉浆液的二维径向扩散公式[3]。 

而对于超细水泥浆[4]、黏土固化浆液[5]以及近年

来在大坝注浆中开灌时使用的水灰比(W C)≤0.5∶ 的

浓稠普硅水泥浆[6-7]则是一类具有内聚力的剪切稀释

流体，其流变模式更为复杂，采用以上流变模式则不

能很好地反映该类非牛顿流体的流变特性及扩散规

律。由 Herschel 和 Bulkley 提出的三参数流变模式
Herschel-Bulkley流变模式（简称 H-B流体），由于综
合了以上牛顿、宾汉塑性和幂律流变模式的特点，既

能反映流体的塑性特征，又能反映流体的剪切稀释特
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征和膨胀特征，所以精度较高，有着普遍的适用性。

文献[8]研究了 H-B 流体在圆管和同心圆环中的扩散
规律，并应用黄金分割搜索法对该模式的 3个流变参
数进行了回归分析。文献[9]应用增广 Lagrangian方法
对 H-B流体在圆管和方管中的稳定流进行了分析。其
他学者根据各自领域，对 H-B流体在石油、生物、地
质等领域中的流动规律进行了研究[11-12]。而对于 H-B
流体在裂隙中做二维径向扩散的研究尚未见报道。 

为此，本文利用柱坐标下黏性流体力学的

Navier-Stokes 方程和动量方程以及 Herschel-Bulkley
流体的本构方程，推导出 H-B流体在光滑平板裂隙模
型中做径向层流的运动规律，着重讨论了扩散半径和

压降分布的计算问题以及各参数的影响规律，为裂隙

岩体的灌浆设计计算提供了理论依据。 

1  浆液扩散模型的建立 
图 1为单裂隙注浆径向扩散示意图。在注浆压力

p0的作用下浆液自钻孔半径 rw的注浆管流出，沿径向

向四周环形扩散。取裂隙倾角为 a，开度为 2h，远场
静水压力为 pc，浆液重度为 γg，按图 1所示建立柱坐
标系(r，θ，y)，其中 r，θ位于倾斜裂隙平面内，取 r
为流动方向，y为开度方向, θ 为裂隙倾向与计算方向
的夹角。由于带屈服值的塑性流体在管道或裂隙内流

动存在流核，设流核高度为 2y0。 

 

 

图 1 单一裂隙中浆液径向扩散示意图 

Fig. 1 Radial diffusion of slurry in a single fracture 

为了定量地研究 H-B流体在裂隙中的扩散规律，
求解时对实际问题做了如下假定：浆液为不可压缩的

均质各向同性的非时变流体；裂隙壁面不透水, 即浆
液中的水分不向岩体中渗滤；流体在裂隙壁面上不存

在滑移，即壁面上的流速为零；裂隙壁面对浆液内固

体颗粒无吸附效应，浆液在运动过程中无沉淀发生；

裂隙开度不大且处处相等，浆液在裂隙内的流速较慢，

除灌浆孔附近的局部区域为紊流外，浆液的流态皆为

层流。 

2  浆液扩散模型的求解 
2.1  流速及流体压降分析 

Herschel–Bulkley 流体也称为带屈服值的幕律流
体，其本构方程为 

0
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式中  0τ 为屈服应力，Pa；k 为稠度系数，Pa sn⋅ ；n
为流变指数，无量纲；γ&为剪切率。浆液在裂隙流动
中，速梯区 y0<r≤h有 d du rγ = −& ，流核区有 0γ =& 。 

在圆柱坐标系下，流体扩散的连续性方程和动量

方程分别为[13] 
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式中  ρ为流体密度；u
r
为流速矢量；τ

r
为应力张量；

g
ur
为加速度矢量或体力矢量。对于密度为常数的恒定

流浆液，在裂隙中做径向流动时，存在 0Du Dt =
r

，

0yu uθ = = ， 0yy y rθθ θ θτ τ τ τ= = = = ， rr pτ = ，p为流
体压力，则以上两式在柱坐标系下可简化为 
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式中  ru 为径向流速。 
根据假设及流动模式，其边界条件为 
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在求解上述微分方程过程中，由式(4)可知 rru 独立于
r，故可令函数 

( ) rU y ru=   ，            (7) 

将式（7）代入 H–B流体本构方程（即式（1）中），
联立式（5）可得 
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时，（ 1C 为

待定常数），式（8）方可成立。结合边界条件（6）及
式（8），可得裂隙过流横截面速梯区(y0 ≤ y ≤ h)的流速
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在流核区内，切应力τ 小于屈服值 0τ ，两邻层流
体之间处于相对静止，流体呈活塞式整体运动，流速

均匀。以 y=y0代入上式，得出流核区(0 ≤ y ≤ y0)的流速
为 
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(10) 
在 y=y0处， ( )0 0,ry r yτ τ= ，根据式（5）和式（8），
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则可得出流核区高度为 
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(12) 
可见流核区高度是一个与计算半径 r 及方位角θ 相关
的量，在裂隙各截面处其值并不相等。当浆液为

Bingham流体时（即 n=1），根据极限定理，式（12）
可简化为 
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流速为 
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                                          (14) 
根据注浆孔 r= wr 圆周上各θ 角方向的径向流速，

可得相应的注浆量 Q为 
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式中   N为圆周上所取流速点的计算个数。由于上述
积分不可直接求出，可在计算出扩散半径 I 后通过最
右式求平均流速的方法进行求解。 
由式（8）同时结合边界条件（6）中的第二式，

可得流体压力沿流程的分布规律为 
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2.2  浆液扩散半径分析 

以往浆液扩散的研究中[3, 14]，大多数作者是根据

单位时间内灌入裂隙内的浆液量等于该段内增大扩散

半径所需的流量来求解扩散半径的。这在裂隙水平时

直接采用 d 2π 2 dq t I h r= ⋅ 进行积分求解是可行的，但

对于倾斜裂隙的情况，本文建议采用流速连续性条件

进行求解。原因在于，由于重力效应的影响，浆液扩

散范围将呈现出近乎椭圆的模式，而非圆形，在同一

注浆时间 T下，不同方位角θ 所对应的扩散半径 I是
不相等的，即 I 与θ 之间相互关联，但由于其函数关
系事先并未明确，故难于按照流量连续性条件进行积

分求解，而采用流速连续性条件则可避免这个问题。 
在以上驱水注浆过程中，浆液推动地下水向外流

动，可认为每种流体被限制在两个完全确定的区域内，

之间存在一个使它们隔开的浆液–地下水分界面。根

据该分界面流速连续性条件 r I= 处： d dtru I= ，可

建立起分界面从 wr r= 推进到 r I= 时的注浆时间 T与
浆液扩散半径 I之间的关系 

w0
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将式（14）代入式（17），则最终的注浆扩散方程为 
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式中  y0采用式（12）表示，其中用扩散半径 I 代替
式中的变量 r进行积分。在上述积分过程中，由于被
积函数的复杂性，无法得到解析形式的原函数，本文

采用MATLAB数学软件，在不断搜索扩散半径 I的情
况下进行数值积分，最终获得满足精度要求的扩散半

径 I。 

3  计算与讨论 
某浆液流变特性服从 Herschel–Bulkley 模式，其

0τ =2.0 Pa， 0.2 Pa snk = ⋅ ，注浆孔半径为 60 mm，地
下水压力 Pc=0.1 MPa，浆液重度 gγ =13.40 kN/m3，其

他参数则作为变量进行影响性分析。其中在计算中不

考虑浆液黏度随注浆时间变化的时变特性，即假设稠

度为常数。 
3.1  注浆时间对扩散规律的影响分析 

当注浆压力 P0=0.5 MPa，流变指数 n=1，裂隙开
度 2h=0.6 mm，裂隙倾角 a = 30°时，不同注浆时间 T
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下浆液扩散轮廓及扩散半径变化曲线如图 2，3所示。 

 

图 2 不同灌浆时间下浆液扩散轮廓曲线 

Fig. 2 Outline curves of diffusion for different grouting time 

 

图 3 扩散半径、流量随时间变化的关系曲线 

Fig. 3 Curves of diffusion radius, flow rate over grouting time 

由图 2，3可知，浆液在倾斜裂隙中呈现出近乎椭
圆的扩散模式，顺坡向(θ = 180°)扩散半径大于逆坡
向(θ = 0°)半径。随着注浆时间的延长，浆液扩散范
围不断向外推移，呈现出非线性增长的趋势，但递增

速度逐渐减小，曲线趋于平缓。由于本文中注浆压力

保持不变，随着扩散半径的增大，驱动浆液运动的压

力梯度越来越小，使得浆液的流动速度越来越慢，进

浆流量也随之减小，并非保持不变，这与灌浆施工中

的实际情况相一致。以上结果表明在注浆压力恒定的

灌浆过程中，存在一个极限扩散半径，且随着浆液扩

散半径的增加灌注的难度越来越大。 
图 4为注浆压力沿流程的衰减过程曲线。从图 4中

可以看出，注浆压力随着计算点至注浆孔距离的延长呈

非线性递减规律，特别是邻近注浆孔的附近，其衰减速

率很大。在距注浆孔 1 m处，浆液压力已降至注浆压力
的 50%左右，但随着扩散半径的进一步扩大，注浆压力
的衰减速率越来越小。表明在整个注浆过程中注浆压力

沿流程的衰减程度并非一致，接近注浆孔的范围内影响

性较大、而在较远范围内影响性逐渐减弱。 
3.2  流变指数对扩散规律的影响分析 

在注浆时间 T=480 min，注浆压力 P0=0.5 MPa，
裂隙宽度 2h=0.6 mm，裂隙倾角 30a = o的情况下，不

同流变指数 n下扩散半径的轮廓及变化曲线如图 5，6
所示。 

 

图 4 注浆压力衰减过程曲线 

Fig. 4 Attenuation procedure curves of grouting pressure 

 

图 5 不同流变指数下浆液扩散轮廓曲线 

Fig. 5 Outline curves of diffusion for different n 

 

图 6 不同注浆时间下扩散半径随流变指数的变化曲线 

Fig. 6 Curves of diffusion radius over rheological index for  

.different T 

由图 5，6可以看出，浆液扩散半径随流变指数 n
的增大而表现出非线性递减的规律，但递减速度越来

越小，且扩散半径随注浆时间的变化也逐渐变得不明

显。当 n小于 1时，浆液为带屈服值的假塑性流体，
由于剪切稀释作用，使其在裂隙中表观黏度较低，浆

液较稀，易于流动，故扩散范围较大。当 n大于 1时，
浆液为膨胀流体，表现为剪切稠化特性，使其表观黏

度和流动阻力较大，扩散较为缓慢。对于稠化特性较
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明显的膨胀性浆液，流变指数对扩散半径的影响已不

再显著，到达极限扩散半径的时间也较短。 
在进行宽裂隙的灌浆施工中，如遇到进浆率长时

间不减小的情况，可根据这一性质，通过增大流变指

数，改变浆液流变模式，采用逐级变浓浆液的措施进

行注浆，使岩缝得到充分的充填。 
3.3  注浆压力对扩散规律的影响分析 

在裂隙开度 2h=0.6 mm，裂隙倾角 a = 30°，流
变指数 n=1的情况下，不同注浆压力时扩散半径随注
浆时间的变化曲线如图 7所示。 

 
图 7 不同注浆压力下扩散半径随时间的变化曲线 

Fig. 7 Curves of diffusion radius over grouting time for different  

p0 

由图 7可以看出，在同一注浆时间下，提高注浆
压力有助于增大浆液的扩散半径，改善注浆加固效果，

但注浆压力越高，达到最大扩散半径所需的时间也越

长。由于在较高的灌浆压力下，裂隙岩体的节理和裂

缝能产生不同程度的扩张，有利于浆液与岩石的结合

以及提高结石体强度。因此，对于裂隙岩体内注浆，

宜先进行充填渗透，然后增大压力扩缝并适度劈裂注

浆，有利于提高注浆效果，但应避免注浆压力过大而

造成漏浆和冒浆的现象。 
3.4  裂隙开度和倾度对扩散规律的影响分析 

在注浆时间 T=480 min，注浆压力 P0=0.5 MPa，
流变指数 n=1的情况下，不同裂隙开度和倾角对扩散
半径的影响如图 8～10所示。 

 
图 8 不同注浆时间下扩散半径随裂隙开度的变化曲线 

Fig. 8 Curves of diffusion radius over fracture aperture for  

.different T 

 

图 9 不同裂隙开度下扩散半径随注浆时间的变化曲线 

Fig. 9 Curves of diffusion radius over grouting time for different h 

 

图 10 不同裂隙倾角下浆液扩散轮廓曲线 

Fig. 10 Outline curves of diffusion for different a 

由图 8可以看出，扩散半径随裂隙开度的增大而
增大，两者基本呈线性变化的关系，故较大的裂隙开

度有利于浆液的扩散。同时由图 9可看出，裂隙开度
越大，达到极限扩散半径的时间也越长。对于同一灌

浆段中存在着开度相差悬殊的多条裂隙，在灌浆的后

期，小开度裂隙中早已停止进浆，不断灌入的浆液将

主要沿着大开度裂隙扩散。 
由图 10可知，随着裂隙倾角的增加，浆液自重效

应的影响逐渐增大，顺坡向的扩散半径增大，逆坡向

扩散半径减小。当 a=60°时，顺坡向比逆坡向的扩散
半径约 3 m左右。结合图 5，10还可看出，在同一裂
隙倾角( a = 30°)下，当浆液流变指数越小，剪切稀释
作用越明显时，顺坡向较逆坡向扩散半径的差值也越

大，如图 5中 n=0.6的情况其差值达到 15 m左右。故
裂隙倾角对扩散半径有重要影响，特别是对于剪切稀

释类浆液，在实际注浆中应予以重视。  

4  结    论 
（1）根据柱坐标系下的流体连续性方程和动量方

程，考虑裂隙倾斜和地下水情况，导出了 Herschel- 
Bulkley浆液在单裂隙内径向扩散的解析公式。该结果
综合反映了牛顿、宾汉塑性和幂律型三类流变模式流

体的扩散规律，适用性较强。 
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（2）参数分析结果表明：扩散半径随灌浆时间的
延长呈非线性增长的趋势，但增长速率逐渐降低，最

终趋近于一极限扩散半径；同时随着裂隙开度的增大，

扩散半径线性增大；且裂隙倾角越大，顺坡向与逆坡

向的扩散半径差值也越大，特别是对于剪切稀释浆液

其差值尤为明显。 
（3）浆液扩散半径随流变指数 n的增大呈现出非

线性递减的规律，减小流变指数有利于增大浆液的扩

散范围。对于稠化特性较为明显的膨胀性浆液，流变

指数对扩散半径的影响已不再显著，且到达极限扩散

半径的时间也较短。 
（4）在注浆压力保持恒定的情况下，其注浆流量

并非一固定值，而是逐渐降低，最终达到一稳定值。 
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