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摘  要：总结了建立土体屈服函数的 6种方法，并以剑桥模型和修正剑桥模型为例，详细说明了使用应力剪胀关系法、
热力学方法得到屈服函数的具体步骤。分析了这 6 种方法的优缺点，发现应力剪胀关系法、塑性应变增量法和热力学
方法本质上都是由屈服函数的“等价物”来得到屈服函数，只是“等价物”的形式不同，分别为代数、几何和能量形

式的等价关系。最后使用破坏函数类比法，在粗粒土常规三轴试验及真三轴试验结果的基础上，建立了一个粗粒土剪

切屈服准则。 
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Methods for establishing yield function of soils 
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Abstract: Six methods for establishing the yield function of soils are summarized, and taking Cambridge Model and Modified 
Cambridge Model as examples, the approaches of the stress-dilatancy method and the thermodynamics method are explicated. 

The advantages and disadvantages of these methods are analyzed. It is found that the stress-dilatancy method , the plastic strain 
increment method and the thermodynamics method are the same in nature and all of the three methods need to establish yield 

functions from their “equivalents”. The forms of the “equivalents” are the equivalent relations of algebraic, geometrical and 
energy aspects, respectively. Finally using the sixth method, a shear yield criteria for coarse-grained soils is proposed based on 

the results of conventional triaxial and true triaxial tests on these soils. 
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0  引    言 
弹塑性模型在土工数值模拟中广泛使用，而符合

土体性质的合理的屈服函数是建立弹塑性模型的重要

环节。几十年来人们一直在对屈服函数进行研究，沈

珠江院士[1]曾对五种不同的屈服函数从数值计算的角

度进行比较。 
学者们曾从不同的角度出发，提出了不少建立屈

服函数的方法，因此，有必要对这些方法进行总结分

析。本文在大量文献阅读的基础上，对土体屈服函数

的建立方法进行总结，并对这些方法的优缺点进行分

析，最后使用其中的一种方法，在常规三轴试验及真

三轴试验的基础上，建立了粗粒土的剪切屈服准则。 

1  建立土体屈服函数的 6种方法 
1.1  应力剪胀关系法 

这种方法通过应力剪胀关系式求得屈服函数。依

据的是弹塑性基本理论及微积分计算，如下所述： 
设塑性势函数为 

0),( =qpg   ，               (1) 
等式两端求全微分得 
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两端同乘塑性因子 dλ得 
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根据流动法则，有 
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从而可以将式（3）改写为 
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令应力比 
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两端求微分可得 
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移项整理可得 
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将式（9）代入式（6），有 
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则式（11）成为 
( ) ηη dd ppd −=+   ，         (13) 

将 p，η分别放在等式的两边，得 

η
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dp

p dd   。          (14) 

式（14）即为与式（1）所示的塑性势函数等价的
增量关系式，是塑性势面的法线方程。从试验得出（或

者假设）应力剪胀关系式（d–η关系式），代入式（14），
再两边积分就可得到塑性势函数。 

下面举例用此方法通过 d–η 关系式分别得到剑
桥模型和修正剑桥模型的塑性势函数（屈服函数）。 
（1）剑桥模型 
设 d~η关系式为线性关系： 

 η−= Md   ，             (15) 
式中，M为 p–q平面内破坏线的斜率。 
将式（15）代入式（14）得 
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设初始应力状态为 ( ) ( )0,, 0pqp = ，则由式（7）得

初始应力比 00 =η 。 
对式（16）等式两边从初始应力状态(p0，0)到任

一时刻应力状态(p，q)求积分，有 
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求解可得 
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将式（7）代入式（18）并整理可得 

0lnln p
Mp
qp =+   。          (19) 

式（19）就是剑桥模型的塑性势函数，使用相关
联流动法则，也就是屈服函数。 
（2）修正剑桥模型 
设 d–η关系式为 

22 Mdd +=+ η   ，        (20) 
式中，M为 p–q平面内破坏线的斜率。 
将式（20）等式两边平方并整理得 
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将式（21）代入式（14）得 
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设初始应力状态 ( ) ( )0,, 0pqp = ，则由式（7）得初
始应力比 00 =η 。 

对式（22）等式两边从初始应力状态到任一时刻
应力状态求积分，有 
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将式（7）代入式（24），并整理可得 
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式（25）就是修正剑桥模型的塑性势函数，使用
相关联流动法则，也就是屈服函数。 
1.2  塑性应变增量法 

假设应力与应变、应变增量都同轴，在应力空间

直接从试验确定各种应力状态下塑性应变增量的方

向。根据正交法则，也就得到了塑性势面的法向，绘

制与这些塑性应变增量方向正交的曲线，就是塑性势

轨迹，从而得出塑性势函数，假设相关联流动法则，

即得到屈服函数。 
黄文熙[2-3]教授用此方法建立了著名的清华弹塑

性模型，李广信[4]教授此后对该模型进行了较系统的
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深入研究。 
1.3   热力学方法 

20世纪 80年代 Houlsby G T[5]开始在热力学里发

展适用于岩土材料的塑性理论，从假设自由能函数和

耗散增量函数形式来发展本构模型，从而使建立的模

型自动满足热力学第一、第二定律。Collins I F 和
Houlsby G T[6]论证了这些热力学函数与经典的塑性概

念（屈服面，塑性势，各向同性和运动硬化，摩擦，

剪胀）之间的关系。此后，Houlsby G T、Puzrin A M
以及 Collins I F等人[7-13]对使用热力学方法建立弹塑

性模型的理论框架进行了论述，并称这种方法建立的

模型为超塑性模型。后来，学者们将两个能量函数推

广为能量泛函，从而将超塑性模型推广为连续超塑性

模型[14-18]。笔者曾使用热力学方法对双屈服面模型进

行研究[19]。 
热力学方法的基本概念如下所述。 
假设土体的变形都是在等温条件下发生的，根据

热力学第一定律可以得出下式关系 
φψ δdδ +=W   ，          (26) 

式中， ijijW εσ dδ ′= 为有效应力所做的功的增量。ψ
为自由能函数，用来描述土体材料的历史效应，是状

态变量的函数，与路径无关。 φδ 为耗散增量函数，

由热力学第二定律可得 0δ ≥φ 。 
自由能函数ψ可以分为弹性自由能函数与塑性自

由能函数之和，如下式所示 
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自由能函数和以
p
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将有效应力所做的功的增量 δW 分为弹性分量和

塑性分量之和： 
e pδW δW δW= +   。       (28) 

弹性功增量没有耗散，等于弹性自由能增量： 
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塑性功增量等于塑性自由能增量与耗散能之和： 
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耗散增量函数与屈服函数是对材料屈服的两种不

同描述方法，可以通过勒让德变换，用指定的耗散增

量函数得到相应的屈服函数。 

下面使用热力学方法，通过假设自由能函数和耗

散增量函数，分别得到剑桥模型和修正剑桥模型的屈

服函数。 
（1）剑桥模型 
假设耗散增量函数为 
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从而耗散应力空间中的屈服函数为 
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移动应力为 
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因此真实应力为 
p q τ= π; =   ，           (38) 

代入式（36），得真实应力空间中的屈服函数 
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整理上式即可得式（19）所示的剑桥模型屈服函
数。 
（2）修正剑桥模型 
假设自由能增量和耗散增量函数分别为 

p
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1d d
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pψ ε=   ，             (40) 
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移动应力和耗散应力分别为 
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耗散应力空间中的屈服函数为 
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真实应力空间中的屈服函数 
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整理上式即可得式（25）所示的修正剑桥模型屈
服函数。 
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1.4  等塑性应变法 

广义塑性力学[20]采用分量理论，塑性应变增量方

向由 3 个塑性应变增量分量合成。3 个塑性应变增量
分量的方向分别由 3个塑性势面决定，大小则由 3个
屈服面确定。每个屈服面与相应的塑性势面相对应，

如取 1σ ， 2σ ， 3σ 为塑性势面，则对应的 3 个屈服面
分别为 p

1ε ， p
2ε ， p

3ε 的等值面。 
通过试验得到屈服面[21-22]的方法是：通过不同的

应力路径试验得到不同的应力–塑性应变关系曲线，

其中塑性应变是总应变减去弹性应变得到。在不同的

应力–塑性应变关系曲线上取塑性应变相同的点，将

这些点的应力绘在应力坐标系中，得到塑性应变等值

面。这些塑性应变等值面即为以该塑性应变为硬化参

数的屈服面。 
1.5   应力路径法 

虽然如今测量技术已越来越先进，但总的来看，

在土工试验中测量应力还是比测量应变容易些而且精

确度更高些。魏汝龙[23-24]建议通过以下方法得到屈服

轨迹：由不排水三轴压缩试验的应力路径、根据饱和

土在加荷时物理状态（孔隙比）唯一地决定于应力状

态而与应力路径无关的概念，通过求得不同的等应力

比线与屈服轨迹交点的横坐标 p，得到屈服面形状。 
该方法有以下假设条件： 
（1）不等向固结（η＝q/p≠0）加压及回弹时的

e–lgp关系与等向固结（η＝q/p＝0）加压及回弹时的
e–lgp关系都是一组互相平行的直线，如图 1（b）所
示。 

（2）通过试验得到不排水三轴压缩试验的应力路
径，即得到一条体积应变为 0的应力路径，如图 1（a）
的 ACE线。 
（3）孔隙比只与应力状态有关，与应力路径无关。 
（4）屈服轨迹上代表中性加载，只有弹性体积应

变。 

图 1 应力路径法得到屈服函数示意图 

Fig. 1 Stress path method for establishing yield functions 

该方法的原理是：考虑如图 1（a）所示的 ABC
应力路径，即从 A 点（p=p0，q=0，η＝0）出发，沿
着屈服轨迹到 B点（η＝q/p＝ηi），再从 B点沿着等η

线（η＝ηi）到 C点。其中 A，C两点在同一条不排水
三轴压缩应力路径上，体变为 0，根据体变只与应力
状态有关而与应力路径无关的假定，经历应力路径

ABC 后的体变也为 0，而 AB 的体变只有弹性应变，
BC的体变根据与等向固结的 e–lgp平行的直线求得。 
根据下式求得一系列等应力比 η线与屈服轨迹交

点的横坐标 p，就可得到屈服轨迹形状。 

κλ
κ
−









=

A

C
CB p

p
pp   ，          (47) 

式中，λ、κ 分别为加压和回弹时 εv–lgp 关系曲线的
斜率。 
1.6  破坏函数类比法 

根据试验得到的大量破坏应力状态，推出破坏准

则，然后假设屈服面形状与破坏面形状相似，即可由

破坏准则得到屈服函数。 

2  6种方法的比较分析 
第一种方法（应力剪胀关系法）由 d–η关系式得

到屈服函数，依据的是塑性势函数与应力剪胀关系式

之间的等价关系，理论上较为明确。缺点是：假设了

d与 η的一一对应关系，即应力比 η一定，则 d一定，
也就是说塑性应变增量方向仅仅与应力比有关，这与

土体的性质不符。 
第二种方法（塑性应变增量法）由塑性应变增量

方向确定屈服面，依据的是塑性势面与塑性应变增量

方向之间的正交关系，也就是几何上的等价关系。该

方法主要有两个缺陷：第一是试验中对变形的测量精

度要求较高；第二是假设了在某一应力状态下的塑性

应变增量方向是固定不变的，与应力路径无关，而实

际上，在同一种应力状态下，不同的应力增量会引起

不同的塑性应变增量，塑性应变增量方向不仅仅与应

力有关，还与应力增量有关。 
第三种方法（热力学方法）由能量函数通过勒让

德变换得到屈服函数，依据的是能量函数与屈服函数

的等价关系。该方法理论上较为完善，自动满足热力

学定律，难点在于找到合适的能量函数或能量泛函。 
上述 3种方法虽然表面上看起来是从完全不同的

角度建立土体屈服函数，但究其本质，这 3种方法具
有一个共同点，即都是通过屈服函数的“等价物”来

求得屈服函数的，不同的仅是“等价物”的形式，分

别为代数、几何和能量的等价关系。 
第四种方法（等塑性应变法）根据广义塑性力学

原理，通过试验得到塑性应变相等的应力状态，连接

这些应力状态点，得到屈服面。该方法的优点是采用

分量理论，从而塑性应变增量方向不仅仅与应力状态
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有关，还与应力增量有关；缺点是通过试验拟合屈服

面，对试验中各个方向变形的量测精度要求较高。 
第五种方法（应力路径法）通过一些合理的假设

及推导，由等向固结加压试验及不排水三轴压缩试验

得到屈服面。在对细粒土的研究中该方法思路清晰，

较为适用；而用于粗粒土则有一定缺陷，由于粗粒土

等向加压试验中存在的橡皮膜嵌入等因素很难避免，

导致测得的体变有较大误差，最终得到的屈服面形状

也会因此产生偏差。 
第六种方法（破坏函数类比法）认为破坏面就是

最终的屈服面，通过试验得到破坏面，也就得到了屈

服面。该方法假设合理，且使用起来较为简便。 

3  粗粒土剪切屈服准则的建立 
近几十年来，对于细粒土的本构模型研究已经很

多，但针对粗粒土的这方面研究还很少，尤其是考虑

三维应力状态下变形特性的模型更是罕见报道。本文

作者曾在砾石料真三轴试验结果基础上提出粗粒土三

维破坏准则[25]： 
3
1 1 2

3

4 constI I I
I

+
=   。         (48) 

这里使用上文所述建立屈服函数的第六种方法，

假设粗粒土的屈服面与破坏面形状相似，即认为屈服

函数与破坏函数形式一致，为式（48）的左端表达式。 
通过对粗粒土常规三轴试验[26]及笔者使用河海

大学新型真三轴仪所做的粗粒土真三轴试验数据进行

整理分析，发现 ( )
32p 1 1 2

s
3

4I I I
I

ε
+

– ( )2p
sε 之间成较好

的线性关系，如图 2（a）～（b）所示。其中， p
sε 的

单位为%，如图中横坐标为 100时，相应的 p
sε 为 10%。 

图 2 粗粒土试验结果 

Fig. 2 Experimental results for coarse-grained soils 

不妨令该线性关系为 

( ) ( )
32 2p 1 1 2

s
3 f f

4 1 p
s

I I I a
I K K

ε ε
+

= + ， 

整理可得  
( )
( )

2p3
f s1 1 2

2p
3 s

4 KI I I
I a

ε

ε

+
=

+
。 

上式显示：
3

21
3
1 4

I
III +
与 ( )2p

sε 之间是双曲线关系

（笔者整理的试验数据显示两者的增量之间也存在这

种双曲线关系），从而建立粗粒土的剪切屈服准则如下

式所示 

( )
( )

2p3
f s1 1 2

2p
3 s

4 KI I If
I a

ε

ε

+
= =

+
  。     (49) 

4  结    语 
本文首先总结了土体屈服函数建立的 6种途径，

并以剑桥模型和修正剑桥模型为例，详细说明了使用

应力剪胀关系法、热力学方法得到屈服函数的具体步

骤。然后分析了这 6种方法的优缺点，发现应力剪胀
关系法、塑性应变增量法和热力学方法这 3种方法本
质上相同，都是由屈服函数的“等价物”得到屈服函

数，不同的是“等价物”的形式分别为代数、几何和

能量形式的等价关系。最后使用第六种方法，在粗粒

土常规三轴试验及真三轴试验的基础上，建立了粗粒

土的剪切屈服准则。 
因篇幅所限，对粗粒土剪切屈服准则的验证将在

后续研究中展开。 
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