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 基于考虑变形效应的土-水特征曲线求解非饱和地基

动力响应 

胡静 1  金林廉 1  吕志豪 1  张家康 1  边学成 2  

(1. 福州大学，福建福州 350108；2. 浙江大学，浙江杭州 310058)  

摘要：为研究移动荷载作用下的非饱和地基动力响应，在传统 V-G 土-水特征曲线模型的基础上，建立了考虑变形效应

的土-水特征曲线模型，并基于该模型推导了新的非饱和土动力控制方程，从而完整描述非饱和土在受动力作用下的水

-力耦合作用。进一步的，采用 2.5 维有限元法对控制方程进行求解，求解结果分别与单相弹性介质，双相饱和介质和

三相非饱和介质的解析解进行对比，均验证了该求解方法的准确性；不同介质模型的计算耗时分析表明 2.5 维有限元

法是目前求解多孔介质动力问题的一种优势算法。通过数值分析发现，采用传统的、未考虑变形效应的土-水特征曲线

会低估非饱和地基的振动强度。 
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Dynamic response solutions of unsaturated soil foundation using the soil-water characteristic curve considering 
deformation effects 
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Abstract: To investigate the dynamic response of unsaturated soil under moving loads, a new soil-water characteristic curve 
(SWCC) model was established with the considering of deformation caused by applied load based on the traditional V-G SWCC 

model. Using this modified SWCC model, a dynamic governing equation of unsaturated soil, which fully describes the 

water-force coupling effect of unsaturated soil under dynamic loading was derived. The governing equation was solved using 

the 2.5-dimensional finite element method (2.5D FEM). The obtained solutions were compared with analytical solutions for 

single-phase medium, double-phase saturated medium and three-phase unsaturated medium, respectively; which all confirmed 

the accuracy of the proposed solution method. Computational time analysis for different medium models demonstrated that the 

2.5D FEM is an advantageous algorithm for solving dynamic problems of porous medium. Numerical analysis revealed that 

using the traditional SWCC without the considering of deformation would underestimate the vibration intensity of unsaturated 

foundations. 
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0  引  言 
近年来，全球区域性暴雨频发，降雨量远高于以

往水平[1-2]，对铁路线路的安全运营带来挑战。1965
年，日本新干线就曾因连续降雨等原因导致线路沉降

过大，不得不将列车运行速度由最初设计的 210 km/h
下降至 110 ⁓ 180 km/h[3]。1997 年 3 月份，哥伦比亚

Conrad地区的铁路线路，由于强降雨导致路基和地基

土体含水量迅速增大，在列车仅以平均车速 43.45 
km/h 通过时，线路突然坍塌，造成重大安全事故[4]。

对于土体，水的存在既减小了土颗粒之间的摩擦力，

影响线路的运营。由此可见，实际铁路线路的稳定性

受移动荷载与含水路基/地基形成的水-动力耦合作用 
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的影响。由于自然界中土体的含水量处于变化中，其

饱和度也随之改变；因此，将路基/地基视为土颗粒、

水、气组成的三相非饱和土，研究不同饱和度下，移

动荷载作用时的动力响应可以对运行线路的稳定性进

行更准确的预判。 
移动荷载作用下的地基动力响应问题最初是将地

基视为单相弹性介质[5-7]。近年来，国内外许多学者基

于 Biot 饱和多孔介质波传播理论[8]，将单相介质扩展

到两相介质，建立了将地基视为饱和两相介质的动力

求解方法和模型。Lu等[9]建立了三维解析解模型，考

虑了饱和多孔介质及移动点荷载，研究了动力响应与

土体剪切波波速的关系。Cai 等[10]采用双重傅立叶变

换和逆变换，考虑了流固耦合作用，研究了荷载加载

方式和饱和地基土参数对动力响应的影响。Gao 等[11]， 
Bian 等[12]和胡静等[13]基于 2.5维有限元法研究了饱和

土渗透系数和列车速度对地基动力响应的影响。考虑

到实际土体的三相性，徐明江[14]基于连续介质力学理

论，结合土 -水特征曲线（Soil-Water Characteristic 
Curve，简称 SWCC）以及Mualem[15]理论，推导了移

动荷载作用下的非饱和土波动方程。Lu 等[16]、Fang
等[17]采用积分变换的方式求解了该方程。同样基于该

方程，Gao等[18]、李绍毅[19]研究了列车荷载作用下的

非饱和地基振动。 
在非饱和土动力响应的研究中[14, 16-19]，需要基于

SWCC推导不同饱和度下的孔隙流体渗透性和土的强

度，因而 SWCC 对土体的动力响应具有决定性作用。

SWCC描述的是非饱和土土体含水量和基质吸力之间

的关系，早期的 SWCC研究中，通常假设基质吸力和

含水量之间存在着唯一关系[20-22]。实际上，除了含水

量，变形也会使土体饱和度发生改变。非饱和土在荷

载作用下，土体必然会发生相应的变形，因而，将变

形效应考虑进 SWCC 模型中更为合理。遗憾的是，已

有关于非饱和土动力响应的研究均采用早期的V-G模

型[21]来描述土-水特征曲线，未考虑变形对 SWCC 的

影响，不能完整的描述荷载作用下的非饱和土持水特

性。 
综上所述，目前还未出现基于考虑变形效应的

SWCC的非饱和土动力响应求解方法。为此，本文在

现有研究的基础上，建立了考虑变形效应的 SWCC 模

型，并据此推导了考虑 SWCC变形效应的非饱和土波

动方程，利用 2.5 有限元法对该方程进行求解；求解

结果与现有文献中的解析解进行了验证；最后对该方

法的计算效率进行了对比，并对引入变形效应的影响

进行了初步分析。 

1  理论求解 
1.1 考虑变形的土-水特征曲线 

孙德安[23]的研究表明，非饱和土的土-水特征曲线

与应力历史和应力状态无直接关系，在土体受力变形

过程中，可以用孔隙比来表示孔隙的变化。蔡国庆等
[24]、胡冉等[25]及张雪东等[26]同样也是采用孔隙比来表

征变形。图 1 整理了不同初始孔隙比的土在等吸力下

的等向压缩试验结果；其中，孙德安[23]对珍珠黏土进

行了基质吸力为 147kPa的等向压缩试验；蔡国庆等[24]

给出了膨润土/高岭土混合土体在基质吸力为 100kPa
的等向压缩试验结果。图 1 中 s 为基质吸力，e 为孔

隙比，Sr 为孔隙水饱和度，简称饱和度。 

 
图 1  饱和度与孔隙比的关系图 

Fig. 1  Relationship between saturation and void ratio 

从图 1 中可以发现，吸力一定时，土体受外力导

致的孔隙比减小会使饱和度增加。不同初始孔隙比条

件下，等吸力时的孔隙比与饱和度近似呈线性关系且

直线斜率相近。可见，考虑变形效应的 SWCC 可近似

认为是将原有 SWCC 进行偏移得到。假定图 1 中的直

线斜率为λse ，结合蔡国庆等[24]关于孔隙比与 SWCC
的研究，不同孔隙比下的 SWCC 可总结为图 2。 

根据图2，考虑变形效应的SWCC模型可以表示

为： 
( ) ( )= +

r rr S SS sf e f             (1) 

( ) 0 )(λ= −
rS sef e e e              (2) 

其中， 0e 为初始孔隙比， ( )
rSf e 表示饱和度与孔隙比

之间的关系， ( )
rSf s 为 0e 时的 SWCC。 
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图 2  不同孔隙比下的土-水特征曲线示意图 

Fig. 2  Schematic diagram of soil water characteristic curve 

under different void ratios 

在众多 SWCC模型中，V-G 模型适用范围广，并

且用于求解非饱和动力问题时，能够形成关于时间的

一阶常微分方程，实现求解，因此现有关于非饱和土

的动力求解均是基于 V-G 模型[14, 16-19]。当 ( )
rSf s 为

V-G 模型，即
( ) { }

0
0

0

 1 ( )
1

β
−

−
−

= +
mr w

w

k

S
sS S

， 0
rS 为 0e 时 V-G

模型中的饱和度， 0wS 为残余饱和度，s 为基质吸力，

β 、m、k 为 V-G 模型的参数，其中 m=1-1/k。则，考

虑变形效应的 SWCC 模型可以写为： 

( ){ }0 0 0) 1 1 ( )(λ β
−

= − + − ++
m

r w w
k

seS sS e e S  (3)                    

此时，有效饱和度 eS 为： 

( )
0

0 0

0

[ ( )]
1

λ+ − −
=

−
r se w

e
w

S e e SS
S

            (4) 

根据 Mualem 理论[15]，非饱和土中流体的渗透系

数是关于有效饱和度的函数，如式（5）和（6）所示。

当考虑变形的影响时， eS 的表达式发生变化，流体渗

透系数也发生相应的改变。 

( )
2

1

1 1ρ κ
η

   = − −     

m
w m

w e e
w

gk S S  (5)

( )
21

1 1ρ κ
η

 = − −  

m
a m

a e e
a

gk S S            (6) 

其中， wk 、 ak 分别为孔隙水和孔隙气的达西渗透系数；

ρw 、ρa 为孔隙水和孔隙气的密度，ηw、ηa 为孔隙水

和孔隙气的粘滞系数，单位均为Pa·s；g 为重力加速

度；κ为固有渗透系数，单位为 m2。 
与此同时，徐明江[14]根据试验结果和经验公式，

建立了非饱和土的动剪切模量与有效饱和度之间的联

系，如式（7）所示： 

'

0

2050 tanφ= + ∫
s

s eG G S ds           (7) 

其中，G 为非饱和土的动剪切模量， sG 为土体饱和状

态下的动剪切模量， 'φ 为土体的有效内摩擦角。 
1.2非饱和多孔介质动力控制方程 

固、液、气三相的质量守恒方程分别为： 
( ) ( )1

1 0
ρ

ρ ρ
− ∂ ∂

− + − ∇ =
∂ ∂



s
s s

n n
n u

t t
        (8) 

0
ρ ρ ρ

ρ
∂ ∂ ∂

+ + + ∇ =
∂ ∂ ∂



wr w w r r w
w r

S n n S nS
nS u

t t t
      (9) 

0
ρ ρ ρ

ρ
∂ ∂ ∂

+ + + ∇ =
∂ ∂ ∂



aa a a a a a
a a

S n n S nS
nS u

t t t
     (10) 

其中，n为孔隙率，t 为时间； ρs 为土骨粒密度；u，
wu ， au 分别为土骨架位移，孔隙水位移，孔隙气位

移，上标 ⋅表示对时间的导数；∇为汉密尔顿算子； aS
为孔隙气饱和度， 1= − raS S 。 

固、液、气三相应力引起土单元压缩变形的本构

方程可以表示为： 

 
3

σρ
ρ

∂∂
= −

∂

s
ijs

s st K dt
 (11) 

 ρ
ρ
∂ ∂

=
∂

w
w

w w

P
t K dt

 (12) 

 ρ
ρ
∂ ∂

=
∂

a
a

a a

P
t K dt

 (13) 

其中，σ s
ij 为作用在土颗粒上的应力， sK 、 wK 、 aK 分

别为土颗粒、孔隙水、孔隙气的压缩模量， wP 为孔隙

水压， aP 为孔隙气压。 
考虑土颗粒由于孔隙流体压力作用产生的变形

时，由弹性理论，有效应力分量可表示为： 

 2σ λ δ µε δ′ = Θ + + b
ij ij ij ij

s

K P
K

 (14) 

其中，λ 、µ是 Lame 常数，Θ为土骨架的体积应变，

ε ij为土颗粒的应变， δ ij 为克罗内克符号， bK 是土骨

架的压缩模量且
2
3
µ

λ= +bK ，P 是孔隙流体压力，包

括孔隙水压及孔隙气压， = +w a
r aP S P S P 。 

根据应力空间平均化方法，土单元的总应力可以

表示为： 
( )1σ σ δ δ= − − −s w a

ij ij r ij a ijn nS P nS P  (15) 

根据 Bishop 单一变量非饱和土有效应力原理： 
 σ σ δ= +′ij ij ij P               (16) 
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将式（16）代入式（14），可以得到： 

2σ δ λ δ µε δ+ Θ + += b
ij ij ij ij ij

s

KP P
K

 (17) 

将式（15）代入式（17），移项后可以得到： 

( )1 2 ( )λ δ µεσ α δ− = Θ + − − b

ij ij ij

s

s

ij
n

K
n P

K
       (18) 

式中， 1α = − b

s

K
K

。 

将式（11）代入式（18）并展开，可以得到： 

( )

( )

21 1
3 3 1

ε
µ λ δ ασ

α

 ∂ ∂Θ ∂ + − −∂  ∂ ∂ ∂− =  − ∂ − − ∂ 

wPijs n Sij rij t t t
K dt K n as s Pn Sa t

  (19) 

将式（19）代入式（8）中，最终可以求解出孔隙率的

偏导数： 

( ) ( ) ( )α α
α ∂− −∂

= − ∇ + +
∂

∂
∂ ∂

 t t
w an S n Sn P Pr an ut K Ks s

   (20) 

结合式（9），（10），（20）, 可得: 
( )

( ) ( )
0

α

α α

− ∇ + ∇ + ∇

− −∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂

   
   
   

  

w a
r a

w a
r a ar

s w s a

n u nS u nS u

n S n S nSnS P P
K K t K K t

   

(21) 
从式（3）推导出饱和度对时间的导数： 

( )0

1 1 10 0
0 0

0 0

1 ( ) [( ) 1]
1 1

β

λ

+ −
−

−

∂

−

∂
=

∂ ∂
− − ∂
− − ∂

−
w

s

m k
r w r wm

r

m

e

k

w w

km S
S S

t

S e
t

S S s
S S

t (22) 

根据定义，孔隙比
1

=
−
ne

n
，基质吸力 = −a ws P P ，

则式（22）可以改写为： 

( )

( )

2

1 1 10 0
0 0

0
0 0

1

1

1 ( ) [( ) 1] ( )
1 1

λ

β
+ −

∂

−

− − ∂ ∂
−

∂
=

∂ ∂

− − −
− − ∂ ∂

se

m k a w
r

r

w r wm m k
w

w w

n

S S S S P P
km S

S

n

t

S
t t

S t
(23) 

令
( )2

1

1
λ=

−
seeA

n
，

( )
1 1 10 0

0 0
0

0 0

1 ( ) [( ) 1]
1 1

β
+ −

=
−

−
−

−
− −

−s

m k
r w r wm m k

w
w w

A
S S S Skm S

S S
；结

合式(9)，(10)，(20)和(23)，可得： 
( )
( )

( )
0

α

α

α

− ∇ + ∇ − ∇

− ∂
+ − +

∂

− ∂
+ + − =

∂

 
 
 
 
 
 

  

w a

r a r a

w

e r r a

s

s w

a

e a r a

s

s a

eA n u S S u S S u

A n S S S P
A

K K t

A n S S S P
A

K K t

       (24) 

式(21)和式(24)组成求解
∂ ∂

∂ ∂
和

w aP P

t t
的方程组： 

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25 0

0

∂ ∂
+ ∇ + ∇ + ∇ =

∂ ∂

∂ ∂
+ ∇ + ∇ + ∇ =

∂ ∂





 +


+

  

  

w a

w a

w a
w a

P P
u u u

t t

P P
u u u

t t
B B B B B

B B B B B
 (25) 

式中： 
( )

11

α −
= +r r

s w

n S nS
K K

B ，
( )

12

α −
= +a a

s a

n S nS
K K

B ，

13 α −=B n ， 14 = r
nSB , 15 = anSB ；

( )
21

α
−=

−
+e r r a

s
s w

A n S S S
A

K K
B ，

( )
22

α
+=

−
−e a r a

s
s a

A n S S S
A

K K
B ，

( )23 α −= eA nB , 24 25= − = r aB B S S 。当不考虑变形对

SWCC 的影响，即 Ae为 0 时，方程（25）退化后的
结果与 Lu 等[16]和徐明江[14]的结果一致。 

令 , ,
α −

= = = ，
w a

s w a

n n n
M M M

K K K 1

+
= ，reA n S

C
n

 

2

−
= aeA n S

C
n

； 采 用 相 对 位 移 ，

( ) = − ，w
i r i inS u uw ( ) = −a

i a i iv nS u u ，可求得： 

11 12 13

∂
− = ∇ + ∇ + ∇

∂
  

wP
D u D w D v

t
          (26) 

21 22 23

∂
− = ∇ + ∇ + ∇

∂
  

aP
D u D w D v

t
             (27) 

其中， iw 为液相与土骨架的相对位移， iv 为气相与土

骨架的相对位移，D11， D12，D13，D21，D22，D23 为

方程系数，具体表达式见附录 1。 
根据动量守恒原理，土体的运动方程可以表示为： 

,σ ρ ρ ρ= + +  

w a
ij j i i is w au u u            (28) 

其中，上标 ⋅ ⋅表示对时间的二阶导数。 
根据广义达西定律，孔隙水和孔隙气的渗流运动

方程可以表示为： 

,( ) ( )ρ
ρ

− = − −  

w ww

r i i w i

w

w
i

k
nS u u P u

g
           (29) 

,( ) ( )ρ
ρ

− = − −  

a aa

a i i a i

a

a
i

k
nS u u P u

g
         (30) 

将式(17)代入式(28)，式(29)、(30)采用式(26)中的

相对位移，可以得到三相介质运动方程： 
( ) ( ) 2λ µ µ δ α ρ ρ ρ+ ∇ ∇ + ∇ − = + + 

ij w a
w vu u P u     (31) 

,
ρ ρ

ρ− = + +  

w w w
i w i i i

r w

g
P w w

n
u

S k
         (32) 
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,
ρ ρ

ρ− = + +  

a a a
i a i i i

a a

g
P v v

n
u

S k
            (33) 

其 中 ， ρ 为 非 饱 和 土 的 总 密 度 ，

(1 )ρ ρ ρ ρ= − + +s r w a an nS nS 。 
将式(26)和(27)代入式(31)-(33)，得到最终考虑变

形效应的非饱和土动力控制方程为： 
( )

( )
( )

, 11 21 ,

12 22 ,

13 23 ,

µ λ µ α α

α α

α α ρ ρ ρ

+ + + +

+ +

+ + = + +   

i jj r a j ji

r a j ji

r a j ji w a

u S D S D u

w v

S D S D w

S D S D v u

  (34) 

11 , 12 , 13 ,

ρ ρ
ρ+ + = + + 

w w
j ji j ji j ji w i i i

r w

g
D u D w D v w

k
u w

nS
(35) 

21 , 22 , 23 ,

ρ ρ
ρ+ + = + + 

a a
j ji j ji j ji a i i i

a a

g
D u D w D v v

k
u

nS
v (36) 

1.3 2.5维有限元求解 

2.5维有限元法最初是由Yang等[27]用于求解移动

荷载作用下完全弹性半空间的响应。该方法的特点在

于需要假定研究对象在沿荷载移动方向的几何形状以

及材料属性都是连续一致的，通过傅里叶变换将荷载

移动方向的空间坐标（假定为 x 方向）变换成波数，

只在频域-波数域内求解出 y-z 二维平面的响应，再通

过傅里叶逆变换就可以得到 x 方向的响应，从而获得

三维空间响应的解答。由于轨道结构大都具备沿列车

行进方向连续一致的特性，因此，2.5 维有限元法近年

来在交通岩土领域得到了广泛的应用[11-13]。 
在应用时，首先定义关于荷载移动方向 x 以及时

间 t 的傅里叶变换： 

 i i( , , , ) ( , , , )e e d dξ ωξ ω
+∞ +∞

−

−∞ −∞

= ∫ ∫
x x t

xu y z u x y z t x t      (37) 

相应的傅里叶逆变换为： 
i i

2

1
( , , , ) ( , , , )e e d d

4
ξ ωξ ω ξ ω

+∞ +∞

−∞ −∞

=
π
∫ ∫  x x t

x x
u x y z t u y z     (38) 

式中：ξx 为沿 x 方向的波数，单位为 m-1；ω为圆角

频率，单位为 rad/s；上标‘–’和‘~’分别为波数域和频

域内的量。 
对式(34)-(36)进行傅里叶变换后，非饱和土的动

力控制方程在频域内的表达式为： 
2

, 11 21 ,

2

12 22 ,

2

13 23 ,

( )

( )

( ) 0

µ λ µ α α ρω

α α ρ ω

α α ρ ω

+ + + + +

+ +

+ +

+

+ =

i jj r a j ji i

r a j ji w i

r a j ji a i

u S D S D u u

S D S D w w

S D S D v v

(39) 

 
2 2

11 , 12 , 13 , 0
ρ ρ

ρ ω ω ω+ + + − + =w w
j ji w i j ji i i j ji

r w

g
D u u D w w i w D v

nS k
 (40)

2 2
21 , 22 , 23 , 0

ρ ρ
ρ ω ω ω+ + + − + =a a

j ji a i j ji i i j ji
a a

g
D u u D w v i v D v

nS k
                  (41) 

经过波数变换后整理得到的矩阵形式： 
s

1 2 1 1 2 1 3
f

3 2 2 4 2
g

4 3 3 3 5

K + K - M L - M G - M U F
K - M L - M G W F
K - M L G - M V F

    
     =     
        

 (42) 

其中，K，L，G 分别为固相、液相和气相的刚度矩阵，

M 为各相的质量矩阵，U, W, V 分别为固相、液相和

气相的位移矩阵； s f gF F F， ， 分别为固相、液相和气

相的外力矢量矩阵。各矩阵的具体表达式见附录 1。 
求解时，首先建立 y-z 剖面的二维有限元模型，

采用 4 节点等参单元划分模型网格。参考王勖成《有

限单元法》[28]，采用拉格朗日插值函数和高斯积分，

根据式（42）得到单元刚度矩阵，最后集成总体刚度

矩阵后进行求解。整个求解过程是根据公式（42），在

Matlab 中通过编程实现。 

2 求解精度及求解效率 
2.1模型介绍 

Yang[27]讨论了网格尺寸与求解精度以及计算经

济性的关系，认为计算区域 2.5 维有限元网格尺寸的

最大值 L(m)必须要小于等于 ' 6λ s ，才能满足计算精

度要求，网格尺寸的最小值大于等于 0.5 'λ s 能兼顾计

算的经济性；其中， 2 20' 2 ' ' ( )
ω ω

λ π
−

= = −，
s s s s

k k k
c

，

sk 为弹性半空间土体沿 x方向上的剪切波波数， '
s

k 为

移动荷载作用下土体沿 x 方向的剪切波波数， 'λ
s
为移

动荷载作用下剪切波的波长，单位为 m， 0ω 为移动荷

载初始自振频率，c 为外部荷载的移动速度。 
本节建立了一个宽 100m，深 50m 的 2.5 维有限

元模型用以模拟非饱和半无限空间，用四边形等参单

元模拟地基中的土单元，其中每个节点包含空间三个

方向的位移自由度，如图 3 所示，其中，由于 x 方向

也被波数代替，因此只需在 y-z 平面进行网格划分。

文献[16]中非饱和土的最小剪切波速为 38m/s，如外加

荷载最大运行速度为 200m/s，则 2.5 维有限元网格的

最大值不能超过 0.2m。因此，在建模时，本模型计算

核心区域的网格尺寸为 0.08m×0.08m，0.2m×0.2m；

随后逐渐过渡至 0.5m×0.5m，边缘网格尺寸为 1.0m
×1.0m。Bian 等[12]和胡静等[13]在求解饱和地基动力响

应时采用多层阻尼边界，很好地模拟了饱和半无限空

间的动力响应。因此，本文同样采用多层阻尼边界对

模型边界的波动进行吸收。整个 2.5 维有限元模型共
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计 9052 个网格，9250 个节点。 

2.2 退化验证 

（1） 弹性地基验证  

首先，将参数α , ρw, ρa, Sr 和 Sa的值都取无限小，

则非饱和动力控制方程退化为单相弹性介质的 Naiver
波动方程。采用文献[12]中的单相弹性地基的参数（表

1 所示）赋至上述 2.5 维有限元模型中进行计算。 

核心计算区域

阻尼层 1

阻尼层 2

阻尼层 3

50
m

y

z

100m

0
观察点(x,1,1)

 
图 3  模型网格分布示意图 

Fig. 3  Diagram of mesh distribution 

图 4 为单位荷载（1N）以时速 75m/s 移动时，观

察点(x, 1, 1)处的位移响应时程曲线，x 为荷载移动方

向。由图 4 可知，基于退化至弹性地基参数的 2.5 维

非饱土模型计算得到的结果与半解析解结果吻合。 

 

图 4  单相弹性地基验证 

Fig. 4  Verification of single-phase elastic medium 

 

表 1  单相弹性地基计算参数
[12] 

Table 1  Parameters for single-phase elastic medium [12] 

Ks (GPa) Kw (GPa) Ka (kPa) G (MPa) ν  n ρs (kg/m3) ρw (kg/m3) ρa(kg/m3) Sr 

35 2.25 145 25 0.125 0.001 2500 0.001 0.001 0.001 

（2） 饱和地基验证 

令 Sr 等于 1，参数 Ae，As，ρa和 Sa的值都取无限

小，非饱和土的动力控制方程退化为 Biot 波动方程。

将文献[9]中双相饱和地基的参数（见表 2）赋至 2.5 维

非饱和半空间模型中进行计算。 
图 5 为单位荷载（1N）以 121m/s移动时观察点(x, 

1,1)处的位移及超静孔压响应。图 5 中，位移乘以

/RGa F ，超静孔压乘以 2 /
R

a F 进行了归一化，其中

F=1N，aR=1.0m，G 为表 2中的剪切模量。从图 5 中

可以发现，基于退化至饱和地基参数的 2.5 维非饱土

模型计算得到的位移响应和超静孔压响应都与半解析

解吻合。 
 

表 2  双相饱和地基计算参数
[9]
 

Table 2  Parameters for two-phase saturated medium [9] 

Kb (MPa) Ks(GPa) Kw(GPa) Ka(kPa) G (MPa) ν  n ρs(kg/m3) ρw(kg/m3) ρa(kg/m3) Sr kD(m/s) 

8.77 11 2.25 145 2997.6 0.125 0.3 2500 1000 0.001 1 1×10-6  
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(a)位移验证 

 
(b)孔压验证 

图 5  饱和地基验证 

Fig. 5  Verification of two-phase saturated medium 

2.3 与非饱和解析解验证 

Lu 等[16]采用解析法求解了矩形荷载作用下非饱

和半空间的动力响应，但该研究并未考虑变形对土-
水特征曲线的影响。此处选取该研究中的参数进行计

算，并与其结果进行对比以验证本模型对非饱和动力

问题求解的准确性。模型中，荷载为 0.32m 0.32m 的

矩形荷载，大小为 30kN，频率为 2Hz；地基土参数见

表 3，地基上部为完全透水边界。由于非饱和土的剪

切模量与饱和度有关，因而土体的剪切波波速也随着

饱和度的变化而变化。为此，定义参数 Vssat表示不同

饱和度下的土体剪切波波速，其上标 sat 代表饱和度。 
图 6 为观察点（0,0,0.5）在不同饱和度和不同荷

载移动速度下的响应。从图 6 中可以看出，在低速和

高速条件下，2.5维有限元在不同饱和度下的计算结果

均与 Lu 等[16]的解析解吻合良好。 
2.2 和 2.3 小节共进行了三种介质模型的验证，数

值结果都与已有解析/半解析结果吻合一致，证明了

2.5 维有限元方法求解多孔介质动力问题的准确性。 
 

 
(a) 15m/s,  c/Vs

0.5=0.21,  c/Vs
0.8=0.25 

 
(b) 60m/s,  c/Vs

0.5=0.85,  c/Vs
0.8=1.01 

图 6  非饱和地基验证 

Fig. 6  Verification of three-phase unsaturated medium 

2.4 计算效率 

采用 Intel Core i9-10900k 10 核 20 线程，基本频

率为 3.7GHz 的电脑对上述 2.5 维有限元模型进行计

算。移动荷载为 8 节编组的列车荷载，移动速度为

75m/s, 移动距离为 384m，结果表明，仅考虑每节点 3
个自由度的单相弹性介质模型所需的计算时间为

60.43s，考虑每节点 6 个自由度的双相饱和介质模型

所需的计算时间为 447.54s，考虑每节点 9 个自由度的

三相非饱和介质模型所需的计算时间为 1807.24s。可

见，随着每节点自由度数的增加，模型所需的计算时

间显著增大。Lars Hall[29]曾用 ABAQUS 建立了一个

65m×30m 的三维完全弹性地基模型，计算 8 节编组列

车荷载下的动力响应，耗时约 23小时。由此可见，采

用有限元法求解多孔介质的动力响应问题不仅面临着

二次开发困难，还必将存在计算用时过长的问题。与

此同时，非饱和土波动方程求解较为复杂，将变形对

土-水特征曲线的影响引入波动方程后，需要对关键控

制项进行重新推导，解析和半解析求解难度增大。如

果再考虑到路基/地基中饱和度横向及纵向的不均匀
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分布，解析和半解析方式则较难实现求解。对比而言，

2.5 维有限元方法体现出了高效的计算效率，与此同时

还具备良好的准确性，因此，2.5 维有限元方法是现阶

段求解多孔介质动力问题的一种优势方法。 
 

表 3  非饱和地基计算参数
[16]
 

Table 3  Parameters of unsaturated medium[16] 

Kb (MPa) Ks (GPa) Kw (GPa) Ka (kPa) Gs (MPa) ν  n ρs (kg/m3) ρw(kg/m3) ρa(kg/m3) 

8.33 35 2.25 145 3.85 0.35 0.45 2650 1000 1.28 

Sr Sa ηw (Ns/m2) ηa (Ns/m2) Sw0 κ (m2) β (Pa-1) m k  φ' 

0.5、0.8 0.5、0.2 0.001  18×10−6  0.05 5.3×10−13  1.0×10-4 0.5 2 10° 

3 数值分析 
为研究考虑变形效应的 SWCC 对非饱和土动力

响应的影响，基于孙德安的[23]研究，将孔隙比-饱和度

直线图的斜率λse 取为-0.35，代入 2.3 小节中的模型进

行计算。对比了观察点（0,0,0.5）处，基于考虑变形

与未考虑变形两种 SWCC 模型计算出的位移响应结

果，如图 7 所示。 

 
(a) 15m/s,  c/Vs

0.5=0.21 

 
  (b) 15m/s,  c/Vs

0.8=0.25   

 
(c) 60m/s,  c/Vs

0.5=0.85 

 
 (d) 60m/s,  c/Vs

0.8=1.01 

图 7  SWCC 考虑变形对位移响应的影响 

Fig. 7  Displacement responses under the SWCC with 

considering of the effect of deformation  

从图 7 中可以看出，采用考虑变形效应的土-水特

征曲线计算得到的位移响应大于未考虑变形的结果。

根据图 2和式（3）、（7）可知，考虑变形的 SWCC 相

较于未考虑变形的曲线向右上方移动，导致同一基质

吸力所对应的饱和度增大，土体剪切模量减小；因而

在相同的荷载作用下其响应值更大。 
图 8 给出了多个饱和度和速度下，考虑变形效应

所产生的位移增幅。 

 
图 8  不同速度下考虑变形效应所产生的位移增幅随饱和度的

变化 

Fig. 8  The amplification of deformation considering different 

velocities varies and saturation.  

由图 8 可知，当荷载移动速度没有超过土体的剪
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切波波速时，考虑变形带来的位移响应增幅与饱和度

和列车速度均成正比。采用传统的土-水特征曲线模型

去求解非饱和土的动力问题将低估土体的振动强度。 

4 结论 
(1)本文在传统 V-G 模型的基础上，根据饱和度与

孔隙比的关系，建立了考虑变形效应的土-水特征曲线

模型，并据此推导了新的非饱和土动力控制方程，该

方程能够完整描述动力作用下非饱土的水-力耦合作

用。 
(2)采用2.5维有限元方法对考虑SWCC变形效应

的非饱和土动力控制方程进行了求解，求解结果分别

与单相弹性介质，双相饱和介质和三相非饱和介质的

解析/半解析结果进行对比，均验证了该求解方法的准

确性。 
(3)随着多孔介质模型的复杂程度即考虑相数的

增加，动力求解模型的计算耗时会显著增长；2.5 维有

限元方法具备良好的准确性和高效的计算效率，并且

能够根据实际地层特征进行建模，是目前求解多孔介

质动力问题的一种优势算法。 
(4)采用考虑变形效应的土-水特征曲线计算得到

的位移响应大于未考虑变形的结果，说明传统的计算

方法会低估非饱和土动力响应的强度。 
(5)由于非饱和三相介质动力计算需要涉及众多

参数，全套参数的测定也较耗时，因此文中进行的分

析是基于前人已发表的参数。后续可进行非饱和土的

试验研究，测定 SWCC、渗透系数及强度，获得非饱

和三相介质动力计算所需的参数，更加贴近实际应用。 
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式中：B 为应变矩阵；D 为弹性矩阵； N 为插值函数矩阵；J 为 Jocobi矩阵； ,η ζ 表示局部坐标系中的变量；

yi, zi为总体坐标系中的坐标值。 
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