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摘  要：提出了一种能高效模拟节点达西流速并保证其连续性的多尺度有限元-有限元模型（MSFEM-FEM）。该方法

先应用多尺度有限元法（MSFEM）框架改进了 Yeh 的有限元模型的水头模拟部分以提升效率与精度，再将多尺度网格

转化为有限元网格，应用 Yeh 的有限元框架保证流速的连续性。基于多尺度基函数，MSFEM-FEM 能够汲取研究区的

全局信息并在粗尺度上高效获得精确的水头解。通过将粗尺度网格转换为有限元网格，MSFEM-FEM 能够应用 Yeh 的

有限元框架将水头解中的全局信息导入达西流速，提高达西流速的精度并保证其连续性。在获得粗尺度解后，

MSFEM-FEM 还能应用多尺度基函数对解进行细尺度重构，从而获得研究区内的细尺度水头与流速。数值模拟结果显

示 MSFEM-FEM 能够高效、精确的求解水头，并能够获得连续、精确的达西流速和流量。 
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Abstract: A multi-scale finite element-finite element model (MSFEM-FEM) is proposed, and it can effectively simulate the 

nodal Darcy velocity and ensure the velocity continuity. The MSFEM-FEM employs the multi-scale finite element method 

(MSFEM) to replace the head simulation part of the Yeh's finite element model, thus to improve the efficiency and accuracy. 

Then, the MSFEM-FEM transforms the multi-scale grid to the finite element one, thus, it can directly apply the Yeh's finite 

element model to obtain continuous Darcy velocity. Based on the multi-scale basis function, the MSFEM-FEM can extract the 

global information of the study area which allows it to obtain the accurate head solution efficiently on the coarse scale. By 

transforming the coarse-scale grid into the finite element grid, the MSFEM-FEM can directly employ the Yeh's finite element 

model to import the global information from the head solution into the Darcy velocity, which can also improve the accuracy of 

Darcy velocity and ensure the velocity continuity. In addition, the MSFEM-FEM can apply multi-scale basis function to 

reconstruct the solutions, so as to obtain the fine-scale head and velocity solutions in the study area. The simulated results of 

two-dimensional groundwater problems show that the MSFEM-FEM can efficiently and accurately solve the head, Darcy 

velocity and flux, which outperforms the MSFEM and the Yeh's finite element model. 
Key words: groundwater numerical simulation; multiscale finite element method; Yeh's finite element model; continuous 

Darcy velocity; high computation efficiency

0  引    言 
在地下水资源评价和地下水污染迁移等研究中，

水文工作者常需要将对流-弥散方程与描述地下水运

动的水流方程进行耦合，从而对地下水中的溶质运移

状态进行准确模拟。地下水的达西流速不仅能够显示

地下水流的运动情况，还反映了对流作用对溶质运移
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过程的影响，是联系两个方程的纽带。因此，如何高

效、精确地模拟达西流速与流量对地下水溶质运移的

研究具有重要意义。然而，有限元类方法的不能直接

获得连续的节点水头导数，这导致其所计算的达西流

速不连续且精度较低[1-3]。 
Yeh在1981年建立了基于有限元法的达西流速模

型[2]，能够保证节点达西流速的连续性，具有较高的

计算精度。该模型先使用有限单元法求解水头以获得

全局信息和水头分布，再用有限元法直接在研究区上

求解达西方程，从而得到连续的达西流速场，并能保

证解的质量平衡[2,4]。和混合有限元类方法[5-6]相比，

Yeh的有限元模型更简单直观，适于实际应用[3]。和同

类的Batu的双重网格法[7]和Zhang的三次样条法[3]比，

Yeh的有限元模型的精度略高，但应用限制更小[3]。然

而，在进行大尺度地下水问题的模拟时，有限元法需

要精细剖分保证解的精度[1, 8-9]，故Yeh的模型需要大

量计算时间获得水头分布。实际上，该模型的水头模

拟部分主要是用于获得研究区的介质信息和模拟水头

分布，其流速模拟部分才是保证达西流速连续性的关

键。 
为了解决有限元法计算效率较低的问题，Hou等[9]

在1997年提出了多尺度有限单元法（MSFEM）。

MSFEM的核心是通过在粗网格单元求解退化椭圆的

方程构造多尺度基函数，并通过多尺度基函数获取细

尺度信息，从而节约大量的计算成本[1, 9-10]。在计算大

尺度地下水问题时，许多工作已经证明了MSFEM比

有限元法更加高效[9-14]，并且MSFEM已经被成功应用

于中国地面沉降的模拟工作中[15]。然而，和有限元法

相同，MSFEM也无法直接获得连续的水头一阶导数，

故其也不能获得连续、精确的达西流速。谢一凡等[16]、

赵文凤等[17]应用MSFEM改进了多种经典达西流速算

法，取得了较好的结果，发现水头精度对于达西流速

的精度有重要影响[16-17]。 
本文提出了一种模拟连续节点达西流速的多尺度

有限元-有限元模型（MSFEM-FEM）。MSFEM-FEM
综合了两种方法各自的优势，实现了水头、连续达西

流速和流量的高效计算。MSFEM-FEM应用MSFEM改

进了Yeh的有限元模型的水头模拟部分，能够更加精

确、高效地获取全局信息和水头分布。通过将多尺网

格转换为有限元网格，MSFEM-FEM运用Yeh的有限元

框架保证了达西流速与流量的连续性。同时，

MSFEM-FEM还能运用多尺度基函数在粗网格单元内

重构细尺度的水头和达西流速，从而以极低的计算成

本获得与精细剖分的Yeh的有限元模型相同数目的

解。 

在数值试验中，将 MSFEM-FEM 和 Yeh 的有限元

模型进行了比较，证明了它可以更高效地模拟水头、

达西流速和流量。结果显示 MSFEM-FEM 获得了与精

细剖分的 Yeh 有限元模型同阶的水头精度和达西流速

精度。在其中一个算例中，MSFEM-FEM 计算时间甚

至不到精细剖分的 Yeh 有限元法的 0.07%。本文还将

MSFEM-FEM 与基于 MSFEM 的传统流量计算方法进

行了比较，结果显示 MSFEM-FEM 所计算的流量精度

更高，并能保证通过含水层截面的流入、流出量相等。 

1  原理和算法 
MSFEM-FEM包含地下水水头模拟和达西流速模

拟两个部分，分别由MSFEM和Yeh的有限元模型实

现，且各部分的剖分方法不同。在获得粗尺度的水头

和达西流速后，MSFEM-FEM可以应用多尺度基函数

在水头模拟部分的多尺度网格上实现解的细尺度重

构。 
1.1  构造网格剖分  

MSFEM-FEM 对研究区有两种不同的剖分：计算

水头的多尺度剖分以及计算达西流速的有限元剖分。

设研究区为矩形区域，水平、垂直坐标轴分别为 x，y
轴，具体网格剖分构造方式如下： 

在水头模拟部分，MSFEM-FEM 先将研究区 Ω 的

边界等分为若干份，以水平、垂直线段连接等分点将

研究区剖分为矩形粗网格单元，完成粗尺度剖分，如，

图 1 中实线将研究区剖分为 100 个矩形粗网格单元，

ijkl 为一示例粗网格单元。然后，MSFEM-FEM 将每

个粗网格单元边界等分，以水平、垂直、对角线将粗

网格单元剖分为细网格单元，完成细尺度剖分，将示

例粗网格 ijkl 剖分为 18 个细网格单元，如图 2 所示。 

 

图 1 MSFEM-FEM 的研究区 Ω 的剖分示意图 

Fig. 1 Study region of MSFEM-FEM 

在达西流速模拟部分，MSFEM-FEM 基于水头模

拟部分网格的粗尺度节点将粗尺度网格转换为有限元

网格，即连接粗网格单元的对角线以获得有限元单元。
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如，图 1 中虚线将每个粗网格单元剖分为 2 个三角形

有限元单元，即研究区总共被剖分为 200 个有限元单

元。 

 

图 2 MSFEM-FEM 的粗网格剖分示意图 

Fig. 2 Coarse element of MSFEM-FEM 

1.2  构造基函数 

设示例矩形粗网格单元 ijkl （图 2）上的顶点按

逆时针顺序为 i，j，k，l，对应多尺度基函数为 i ， j ，

k ， l 。以构造基函数 i 的过程为例，考虑如下简

化的椭圆方程[9]： 
- ( ) 0        (( , ) )i ijklx y    Κ   ，   (1) 

式中，Κ 为渗透系数。在指定多尺度基函数 i 的边界

条件后，方程（1）是适定的。  
    对式（1）实行伽辽金变换，可得 

( ) d d 0  ( 1,2, , )
ijkl

M i MJ x y p
 

         Κ ，(2) 

式中， M
 为在M 点的线性基函数，p为 ijkl 的内点

数。 

设细网格单元顶点按逆时针顺序为 a，b，c，根

据多尺度有限元理论[9]， i 可被线性表示为 
( , ) ( ) ( ) ( )i i a i b i cx y a b c           ，  (3) 

式中， a ， b ， c 为与细网格顶点相关的线性基函

数。 

将式（3）代入式（2），可以得到一个关于 i 的

内点值的方程组，该方程组的系数是对称正定的。求

解这个方程组，可以得到 i 在粗网格单元内部所有节

点上的值。 j ， k ， l 的构造过程与 i 类似。 
1.3  运用 MSFEM-FEM 模拟地下水流和达西流速 

（1）运用 MSFEM-FEM 模拟地下水头分布 

以研究区 Ω 上的地下水二维稳定流问题为例：

x y
H HK K W

x x y y
                 

 ，   (4) 

式中， xK ， yK 为渗透系数，H 为水头，W 为源汇项。

在确定方程的定解条件后，该问题适定。 
设研究区 Ω 被剖分为 个粗网格单元，在式（4）

两边乘以多尺度基函数 i ，由伽辽金变换可得 

1
d d

y
i i

x y
H HK K x y
x x y

                   
     

1
d d   iW x y

  。              (5) 

根据 Hou 等[9]，在粗网格单元 ijkl 上，水头可以

被多尺度基函数线性表示： 
i i j j k k l lH H H H H         ，   (6) 

式中， iH ， jH ， kH ， lH 分别为粗网格单元 ijkl 顶点

i，j，k，l 处的水头值。 

将式（6）代入式（5）在 ijkl 上的分量，可以得

到一个线性方程： 
ii i ij j ik k il l iB H B H B H B H f      ，   (7) 

式中，系数 ( )iB i j k l   ，， ， 为常数，右端项 if   
d d

ijkl
iW x y ，通过式（3）离散式（7）到细网格上 

可以得到 iB 和 if 的具体形式。类似的，可以得到关于

j ， k ， l 在 ijkl 上的方程，联立可以获得 ijkl 的单

元方程组。联立所有粗网格单元的单元方程组，结合

地下水问题的定解条件，可以得到关于粗尺度水头的

方程组。 
（2）运用 MSFEM-FEM 模拟连续达西流速 
在研究区 Ω 上考虑达西方程： 

x x
Hv K
x


 


  ，             (8) 

式中， xv 为坐标轴 x 方向的达西流速。 

设 Ω 被剖分为 2 （ 2 = 2 ）个三角形有限元单元

ijk （如图 1），共有 nN 个节点。在式（8）两端分别

乘以基函数 ( 1,2, , )I nI N   ，在整个研究区上积分

后，离散到各个有限元单元△ijk上： 

2 2

I1 1
d d d dx I x

HV x y K x y
x

  
 

    。 (9) 

基于 Yeh 的有限元模型[2]，在 ijk 上 xv 和水头 H 可

以被与其顶点相关的线性基函数分别表示为 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x i i i x j j j x k k kv x y v x y v x y v x y     ， 

(10) 

i i j j k kH H H H       。         (11) 

将式（10），（11）代入式（9）可以得到关于 Vx

的方程组，求解可以得到 xv 在研究区 Ω 的有限元网格

节点（即多尺度网格的粗尺度节点）上的达西流速。 
限于篇幅，本节仅给出了 MSFEM-FEM 变换其粗

尺度网格模拟整个研究区达西流速时的方法。若只需

获得局部区域的达西流速场，MSFEM-FEM 可以使用

该局部区域水头网格来变换有限元网格，并在该局部

区域基于上述过程进行达西流速模拟。此外，若对精
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度有更高要求，MSFEM-FEM 也可用式（6）获得细

尺度水头，再将其细尺度网格变换为精细有限元网格

直接模拟细尺度达西流速，但计算效率较低。  
（3）解的细尺度重构 
根据多尺度有限元理论[9]，细尺度水头可以在粗

网格上被粗网格顶点的水头值和多尺度基函数表示为

式（6）。类似的，细尺度达西流速在粗网格内可以被

多尺度基函数和粗网格 ijkl 顶点处的达西流速表示为 
( , ) ( ,y ) ( , ) ( , ) ( , )x x i i i x j j j x k k k x l l lv x y v x v x y v x y v x y       。

(12) 
由于 ijkl 顶点（即粗尺度节点）处的达西流速已

由 1.3（2）节获得，MSFEM-FEM 可以应用式（12）
直接获得细尺度达西流速。 

（4）流量模拟过程 
首先，简单介绍传统有限元法模拟流量的方式。

设 为研究区内部的一垂直截面，可以由若干单元的

边 ac 组成。和传统有限单元法类似，MSFEM 需要通

过水头计算流量[1]。根据薛禹群等[1]，设通过某一单

元边界 ac 的流量 acQ 为 

cos( , ) cos( , )ac ac ac
H H HQ Kl M Kl M n x n y
n x y

           
，(13) 

式中，M 为含水层厚度，n 为 ac 的外法线单位向量，

lac为截面 ac 的长度。 

则MSFEM在粗网格 ijkl 的某一细网格单元上(图
2），结合式（6），通过截面 ac 的流量也可以由式（13）
得到。然而，有限元法不能获得连续的水头一阶导数，

故其通过 左侧单元和右侧单元以式（13）所计算的

acQ 不相同，从而造成其所获的 上流入、流出量不

等。类似的，MSFEM 也会在 上得到两个不同的流

量。 
如前文所述，MSFEM-FEM 能够保证节点达西流

速的连续性，即达西流速在每个节点上的值是唯一的，

故 MSFEM-FEM 可以直接用法向节点达西流速乘以

截面长度和含水层厚度获得通过该截面的流量，设
上节点为 i=1，2，…，n，MSFEM-FEM 在 上流量

公式为 
1

, 11

( ) ( 1)
2

n x x
i ii

v i v iQ M l




 
    ，  (14) 

式中， , 1i il  为点 i，i+1 之间的距离。 

2  数值试验 
采用如下缩写形式： xv 为 x 方向上的达西流速。

N 为研究区每边被等分的份数，AS 为解析解，

MSFEM-FEM 表示本文的多尺度有限元-有限元模

型，FEM 表示有限元法，FEM-F 表示精细剖分的有

限元法，Yeh 表示 Yeh 的有限元模型，Yeh-F 表示精

细剖分的 Yeh 的有限元模型，AS-Yeh 表示 Yeh 有限

元模型利用解析解水头来求解达西流速。 
本节应用 MSFEM-FEM 模拟不同条件下的地下

水水头和达西流速，采用多尺度基函数的振荡边界条

件[9-10]和矩形粗网格单元。许多工作已经证明 Yeh 的

有限元模型在同类方法中精度最高且质量平衡[2-4]。类

似于 FEM-F 之于水头，具有精细剖分的 Yeh-F 能够以

非常高的精度获得达西流速，可与实际问题较好地吻

合。因此，本文将 MSFEM 和 Yeh、Yeh-F 进行了比

较，并应用具有精细剖分的 Yeh-F 作为部分算例的参

照解。Yeh/Yeh-F 的有限元模型采用 FEM/FEM-F 模拟

水头，使用了三角形网格单元。为了比较计算消耗和

精度，Yeh 对研究区边界的等分数 N 和 MSFEM-FEM
粗网格相同，即 Yeh 的节点数等于 MSFEM-FEM 的粗

尺度节点数，Yeh 的单元数是 MSFEM-FEM 的粗网格

数的两倍。Yeh-F 对研究区边界的等分数 N 则和

MSFEM-FEM 的细网格相同，即 Yeh-F 的节点数等于

MSFEM-FEM 的细尺度节点数，Yeh-F 的单元数等于

MSFEM-FEM 的细网格数。此外，在流量的比较过程

中，MSFEM 直接使用传统流量求解方法式（13）求

解流量，故其所获得的流量在含水层截面上不连续。

将MSFEM-FEM与MSFEM求解出的流量和解析解进

行了比较，证明了 MSFEM-FEM 所获流量的连续性和

精度。 
2.1  参数连续的二维地下水稳定流问题 

水头和达西流速的控制方程分别为式（4），（8），
2

x yK K x  ，渗透系数的最大值与最小值的比值为

16，研究区 Ω 为[5 m，20 m]×[5 m，20 m]，边界条件

由解析解 2 23H x y  给出，含水层厚度为 1 m。 
采用 AS-Yeh、MSFEM-FEM 和 Yeh 模拟粗尺度

达西流速。MSFEM-FEM 和 Yeh 将 Ω 的边界分为 10、
20、30 等份。故 Yeh 将 Ω 分为 200，800，1800 个三

角形单元；MSFEM-FEM 将 Ω 分为 100，400，900 个

矩形粗网格单元，再把每个粗网格单元分为 50 个细网

格单元。 
表 1 为各方法求解出的水头的平均相对误差，由

于 AS-Yeh 使用的是解析解，其水头误差为 0。从表 1
可以看出 MSFEM-FEM 所获的水头始终比 Yeh 使用

FEM 获得的水头精度更高。 
表 1 例 2.1 中各方法的水头相对误差 

Table 1 Relative errors of head calculated by numerical methods in  
example 2.1                                  (%) 
N AS-Yeh MSFEM-FEM Yeh 
10 0 0.0067 0.161 
20 0 0.0032 0.079 
30 0 0.0010 0.024 
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图 3 为 AS-Yeh、MSFEM-FEM 和 Yeh 求解出的

粗尺度达西流速 xv 的相对误差，第一到三行分别对应

于 N=10，20，30。从每行图片的垂直刻度中可以看出，

各方法的误差随着 N 的增加而减少。关注各个子图上

部的高度，可以发现 MSFEM-FEM 和 AS-Yeh 误差均

低于 Yeh。同时，根据第一、二列子图的形状，可知

MSFEM-FEM 和 AS-Yeh 的精度几乎一致，说明

MSFEM-FEM 已经基本去除了水头引起的误差。当

N=10，20，30 时，MSFEM-FEM 的 CPU 时间分别为

少于 1，1，6 s，Yeh 的 CPU 时间分别为少于 1 s，少

于 1，1 s，AS-Yeh 无需计算水头，时间仅为 Yeh 的一

半。然而，Yeh 仅仅计算了研究区上(N+1) 2个粗尺度

节点上的达西流速，而 MSFEM-FEM 不仅仅计算了粗

尺度节点的达西流速 xv ，还能够应用多尺度基函数获

得研究区(5N+1)2个细尺度节点上的达西流速 xv 。 

 

图 3 例 2.1 中各方法模拟的粗尺度达西流速 xv 的平均相对 

误差 

Fig. 3 Relative errors of xv  calculated by numerical methods in  

example 2.1 

本例将 MSFEM-FEM 所计算的细尺度达西流速

xv 与 Yeh-F 所计算的达西流速进行了对比。为了和

MSFEM-FEM的N=30的结果对比，Yeh-F将研究区
每边分为 150 份，即 45000 个三角形单元，总结点数

22801 等于 MSFEM-FEM 所有的细尺度节点数。表 2
为 MSFEM-FEM 和 Yeh-F 的数值结果对比，可以看出

MSFEM-FEM 获得了与 Yeh-F 一样的水头精度，且两

种方法的达西流速平均相对误差均低于 0.35%。

MSFEM-FEM 的达西流速的精度略低于 Yeh-F，这是

由于 Yeh-F 直接在精细网格上求解，能够比应用多尺

度基函数插值重构达西流速的 MSFEM-FEM 获取更

多的细尺度信息。然而，MSFEM-FEM 的达西流速平

均相对误差仅为 0.33%，对于大部分实际模拟问题已

经足够。另一方面，MSFEM-FEM 的 CPU 时间不到

Yeh-F 的 0.07%，具有极高的计算效率。 
MSFEM-FEM 能够获得连续的达西流速场，故其

所计算的通过任意截面的流量均是唯一的。以 N=20
的结果为例，本例将 MSFEM-FEM 所计算的流量与

MSFEM 运用传统算法[1]即式（13）所获得的流量进

行了对比。图 4 为解析解以及 MSFEM-FEM 和

MSFEM 所计算的通过研究区所有垂直截面 x=5.5，
6.0，…，19.5 m 的数值解流量。从图 4 中可以看出，

MSFEM-FEM 和解析解吻合得很好，且通过每个垂直

截面的流量值均唯一；而 MSFEM 通过截面左、右侧

单元所计算的流入、流出量不相等，且具有 10%左右

的误差。 
表 2 例 2.1 中 MSFEM-FEM 与 Yeh-F 的数值结果对比 

Table 2 Numerical results of MSFEM-FEM and Yeh-F in example  

2.1 

方法 水头平均相

对误差/% 
达西流速平均

相对误差/% 
CPU 时

间/s 
MSFEM-FEM 0.001 0.33 6 

Yeh-F 0.001 0.02 8530 

 

图 4 例 2.1 中解析解以及 MSFEM-FEM 和 MSFEM 所计算的 

通过 Ω 各垂直截面的流量 

Fig. 4 Analytical flux and flux calculated by MSFEM-FEM and  

MSFEM at vertical sections in Ω in example 2.1 

2.2  基于冲积平原的参数渐变的地下水二维稳定流

模型 

本例是基于实际山前冲积平原条件的水流模型的

模拟[1, 10]。水头和达西流速的控制方程分别为式（4）
和式（8），研究区 Ω 为[0,10 km]×[0,10 km]， xK   

40
40y

xK 
  m/d，从左至右缓慢增加，是典型的山 

前冲积平原介质的变化特征，渗透系数的最大值与最

小值的比值为 251。研究区上下为隔水边界，左右为

一类边界，左边界水头为 10 m，右边界水头为 0 m，
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源汇项为 0。含水层厚度为 10 m。由于此例没有解析

解，本文将 Yeh-F 的数值解作为参照解进行对照。 
Yeh-F 将研究区每边剖分为 250 份，共 125000 个

三角形单元。Yeh 和 MSFEM-FEM 将研究区每边剖分

为 25 份，则 Yeh 将研究区剖分为 1250 个三角形单元，

MSFEM-FEM 将研究区剖分为 625 个矩形粗网格单

元。MSFEM-FEM 将每个粗网格剖分为 200 个三角形

细网格单元以获得与 Yeh-F 相同的单元数和细尺度节

点数。 
图 5 给出了截面 y=5200 m 处粗尺度节点上的参

照解以及 MSFEM-FEM 和 Yeh 所计算的数值解水头。

可以看出，MSFEM-FEM 的解与参照解几乎重合，精

度高于 Yeh。这是因为 MSFEM-FEM 通过多尺度基函

数抓住了全局信息，并反映在水头中。 

图 5 例 2.2 中在截面 y=5200 m 处的参照解以及 MSFEM-FEM 

和 Yeh 的数值解水头 

Fig. 5 Reference solution and head calculated by MSFEM-FEM  

and Yeh at section y=5200 m in example 2.2 

图6展示了截面 y=5200 m处MSFEM-FEM和Yeh
的粗尺度达西流速 xv 的相对误差，MSFEM-FEM 依然

取得了更精确的结果。MSFEM-FEM 和 Yeh 均在第一

个节点（x=400 m 处）有较大的误差，且 MSFEM-FEM
的误差更大，这是由参照解和数值解的尺度不同而引

起的。研究区左侧水头为 10 m，在左侧快速下降到

5.7 m 左右，然后平稳变化至 0 m；MSFEM-FEM 和

Yeh 模拟达西流速的网格尺度为 400 m，在第一个节

点处（[0 m, 400 m]区间）分别将水头从 10 m 变化到

5.71，6.5 m；参照解的网格尺度为 40 m，可以用更细

的尺度进行水头变化，由于水头变化是先快后慢，其

在[360 m, 400 m]区间水头从 5.87 m 变化到 5.57 m。

因此，由于网格尺度的原因，参照解在 x=400 m 处的

水力梯度小于其他方法，MSFEM-FEM 的水头解更精

确，导致其达西渗流误差集中在第一个节点，而 Yeh
则将该误差平均到了整个水平尺度，故其每个节点均

具有较大的误差。此外，相比例 2.1，本例中 MSFEM- 
FEM 与 Yeh 之间的达西流速精度的差距更大，表明

MSFEM-FEM 能更好适应渗透系数变化更大的情况。 

图 6 例 2.2 中在截面 y=5200 m 处的 MSFEM-FEM 和 Yeh 的数 
值解达西渗透流速 xv 的相对误差 

Fig. 6 xv  calculated by MSFEM-FEM and Yeh at section y=5200  

m in example 2.2 

本例中MSFEM-FEM使用了 6 s的CPU时间获得

了 624 个粗尺度水头、62499 个细尺度水头、676 个粗

尺度达西流速 xv 以及 63001 个细尺度达西流速，而

Yeh 虽然只消耗 1 s 的 CPU 时间，但其仅计算了 624
个粗尺度水头和 676 个粗尺度。Yeh-F 获得了与

MSFEM-FEM 相同数目的解，但其需要 253314 s 计算

水头、250780 s 计算达西流速 xv 。然而，图 5，6 均

显示 MSFEM-FEM 与参照解（Yeh-F）的精度差距非

常小，这证明了 MSFEM-FEM 在模拟大尺度问题时具

有极高的计算效率。 
2.3  参数高度振荡的二维地下水稳定流问题 

本例的水头和达西流速的控制方程分别为式（4）
和式（8），研究区 Ω 为[0,1[L]] ×[0,1[L]]， x yK K   

1
7π( )2 1.995sin

4
x y   

 

[LT-1]，渗透系数的最大值与 

最小值的比值为 800，解析解为 = (1 )(1 )H xy x y  [L]，

源汇项W 以及研究区四边的第一类边界条件由解析

解给出，含水层厚度为 1[L]。 

Yeh 和 MSFEM-FEM 将研究区每边剖分为 30 份

（N=30），则Yeh将研究区剖分为 1800个三角形单元；

MSFEM-FEM 将研究区剖分为 900 个矩形粗网格单

元，每个粗网格剖分为 18 个三角形细网格单元。Yeh-F
将研究区每边剖分为 90 份（N=90），即共 16200 个单

元，获得与 MSFEM-FEM 相同的单元数和细尺度节点

数。 
图 7 为各方法在截面 y=0.6 [L]处的水头绝对误

差，可以看出 MSFEM-FEM 和 Yeh-F 的解十分接近，

具有很高的计算精度；而 Yeh 则受到了高度振荡渗透

系数的影响，产生了很大的误差。这一结果证明了

MSFEM-FEM 和 Yeh-F 在模拟水头时具有较强的处理
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非均质系数的能力。图 8 为各方法在截面 y=0.6 [L]处
的达西流速 xv 的值，可以看出 MSFEM-FEM、Yeh-F、
Yeh 基本继承了它们在图 7 中水头模拟部分的精度关

系，这一结果说明了在渗透系数具有较强振荡时水头

误差是达西流速误差的主要来源。 

 

图7 例 2.3中在截面 y=0.6 [L]处的Yeh-F、MSFEM-FEM 和Yeh 

的水头绝对误差 

Fig. 7 Absolute errors of head calculated by Yeh-F, MSFEM-FEM  

and Yeh at section y=0.6 [L] in example 2.3 

 

图 8 例 2.3 中在截面 y=0.6 [L]处的解析解以及 Yeh-F、 
MSFEM-FEM 和 Yeh 的数值解 xv  

Fig. 8 Analytical solution and xv calculated by Yeh-F, MSFEM-  

FEM and Yeh at section y=0.6 [L] in example 2.3 

同时，MSFEM-FEM 获得了与 Yeh-F 精度相近数

量相同的解，说明 MSFEM-FEM 在模拟水头时也具有

较强的处理非均质渗透系数的能力，但其的 CPU 时间

仅为 5 s，不到 Yeh-F（475 s）的 1.1%。Yeh 虽然仅需

要 1 s 的 CPU 时间，但其计算精度和解的数量均与其

他两个方法差距巨大。 

3  结    论 
本文提出了一种模拟节点达西流速的多尺度有限

元——有限元模型（MSFEM-FEM）。该方法能够通过

MSFEM 框架提升计算效率，并通过多尺度基函数抓

住研究区的全局信息以反映到水头解中，再通过 Yeh
的有限元模型将全局信息传递到达西流速中，从而提

高水头和达西流速的精度。同时，MSFEM-FEM 能够

保证达西流速的连续性，故其所计算的流量在研究区

内截面上各节点的值是唯一的。应用多种条件下的地

下水数值问题验证了 MSFEM-FEM 的有效性，得到以

下 4 点结论。 
（1）MSFEM-FEM 能够精确地获得水头和达西

流速，解的精度接近于 Yeh-F 并高于 Yeh。 
（2）在本文比较的多种方法中，MSFEM-FEM

具有最高的计算效率，能够节约大量的计算消耗。 
（3）MSFEM-FEM 能够保证达西流速和流量的

连续性，精度高于 MSFEM 应用传统流量求解方式。 
（4）MSFEM-FEM 适用于多种不同变化形式的

渗透系数，且具有很强的处理介质非均质性的能力；

在渗透系数高度振荡时，MSFEM-FEM 的精度远超

Yeh。 
总而言之，MSFEM-FEM 是一种高效、精确的水

头和达西流速的综合模拟方法，能够有效处理地下水

问题的介质非均质性，具有广阔的发展前景。 
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中国已建成在建坝高最大的 10 座堆石坝 

序号 工程名称 河流 坝高/m 拱顶长度/m 总填筑量/万 m3 防渗体型式 建设状态 

1 双江口 大渡河 312 639 4123 砾石土心墙 2016 年开工 

2 两河口 雅砻江 295 669 4218 砾石土心墙 2015 年开工 

3 糯扎渡 澜沧江 261.5 628 3268 土心墙 2013 年建成 

4 大石峡 库玛拉克河 256 598 2052 混凝土面板 2018 年开工 

5 拉哇 金沙江 245 420 1800 混凝土面板 2019 年开工 

6 长河坝 大渡河 240 498 3386 土心墙 2017 年建成 

7 水布垭 清江 233 675 1574 混凝土面板 2008 年建成 

8 猴子岩 大渡河 223.5 283 980 混凝土面板 2017 年建成 

9 江坪河 溇水 219 414 758 混凝土面板 2008 年开工 

10 瀑布沟 大渡河 186 573 2236 土心墙 2010 年建成 

注：数据摘自《水电与抽水蓄能》2019 年第 6 期杨泽艳等发表的论文“中国堆石坝的新发展”。 

（本刊编辑部） 

 




