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基于不同平面应变强度理论的土压力问题及适用性研究
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摘　 要:针对于实际工程中大量存在的挡土墙、基坑等平面应变问题,依据 Mohr-Coulomb、SMP、 3 σ空间滑动面、Lade-
Duncan、AC-SMP 和广义 Mises 强度准则所建立的平面应变条件下的中主应力公式,推导出了基于各强度准则的主、被动土

压力计算公式,将其推广至黏性土,对平面应变条件下的主、被动土压力进行了计算与分析,并与实测土压力数据进行了对

比分析。 研究结果表明,土破坏时中主应力的发挥程度对土压力的大小影响显著;Mohr-Coulomb 强度准则未考虑中主应力

效应,计算的主动土压力偏大,被动土压力偏小,在设计上趋于保守;SMP 强度准则、Lade-Duncan 强度准则、 3 σ空间滑动面

强度准则、AC-SMP 强度准则的计算结果更接近实测土压力,其中 AC-SMP 强度准则的计算结果最为准确;广义 Mises 强度

准则的土压力计算结果不再适宜于描述挡墙上土压力的大小。 在进行平面应变问题的挡土结构工程设计时,可选择相适应

的土压力计算公式,考虑平面应变条件下中主应力对土强度的贡献,充分发挥土的强度潜能,在工程建设中提高经济效益。
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Earth pressure problems under different plane strain strength theories and
their application
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Abstract: A great number of problems in practical projects like retaining walls and foundation pits are under plane strain state.

According to the formulas for the intermediate principal stress under the plane strain established by Mohr-Coulomb, SMP, 3 σ
spatially mobilized plane, Lade-Duncan, AC-SMP strength criterion and generalized Mises criterion, the formulas for the
active earth pressure and passive earth pressure are derived in these strength criterions and extended to clay, the calculated
active and passive earth pressures are compared with the measured data. The results indicate that the development degree of the
intermediate principal stress has a significant impact on the earth pressure in the process of soil break. The calculated active
earth pressure in the Mohr-Coulomb strength criterion is larger and the passive earth pressure is smaller than the practical one
because the effect of the intermediate principal stress is not considered, and the design tends to be conservative. The calculated

results by the criteria of SMP, 3 σ spatially mobilized plane, Lade-Duncan and the AC-SMP strength are close to the measured
data, among which the results by the AC-SMP strength criterion is much closer. The earth pressure calculated by the
generalized Mises criterion is no longer appropriate to describe that on the retaining wall. When design the retaining structures
under the plane strain state, appropriate formula should be chosen to consider the contribution of the intermediate principal
stress so as to give full play of the potential strength of soil and to improve the economic benefits in project construction.
Key words: plain strain; strength criterion; intermediate principal stress; earth pressure

0　 引　 　 言
实际工程中的挡土墙、基坑直立开挖等问题,均可

类似归结为平面应变问题。 平面应变条件下,由于平

面应变方向上的应变为零,增强了约束,提升了土的强

度。 经典的 Rankine 土压力理论是基于 Mohr-Coulomb
强度准则提出的,未考虑中主应力对强度影响,导致了

计算结果偏于保守,且与实测结果差别较大,这已被众

多试验结果所证实。 ①针对土在一般应力状态条件下的

土压力问题,众多学者开展了研究,并取得了一定的成
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果[1-2],但大多是基于假定或经验得到的中主应力,将
其代入描述一般应力状态的某个强度准则中,得到主、
被动土压力系数,最终实现土压力计算。 显然,这与实

际工程中平面应变条件下土的应力状态不相符合,不
能贴切地反映出平面应变条件下的土压力问题。 平面

应变条件下的土压力研究,有针对于动荷载[3-4]和静荷

载的,大体上可以分为两类:①依据平面应变条件、塑
性理论,得到中主应力条件[5-6],引入土压力计算中;
②依据广义虎克定律和平面应变方向的应变条件[7],
得到基于弹性理论,引入中主应力的土压力。 目前针

对于平面应变条件下的土压力研究还处于基于某个特

定的一般应力状态强度准则,引入特定中主应力条件,
从而得到相应的土压力阶段,针对描述土一般应力状

态的众多强度准则条件下土压力理论的全面、系统研

究还有待进一步深入,基于平面应变条件下这些强度

准则所计算出的土压力演化规律还需进一步揭示,其
适用性也有待研究。

基于以上分析和已有研究成果[8],本文首先以土

的几种强度准则为基础,依据平面应变条件和塑性理

论建立中主应力公式。 其次,将各中主应力公式代入

相应的强度准则中,求解大、小主应力关系,即可得到

基于各平面应变强度准则的主、被动土压力系数。 最

后,将其推广至黏性土,提出了无黏性土和黏性土的

主、被动土压力计算公式,并将计算结果与砂土、黏性

土的土压力实测数据进行对比分析与验证。

1　 土的几种常用强度准则及平面应变
条件下的主应力关系
目前,针对土建立的强度准则包括 Mohr-Coulomb

准则、SMP 准则、Lade-Duncan 准则、广义 Mises 准则、

轴对称压缩空间滑动面(AC-SMP)准则、 3 σ 空间滑动

面准则,各强度准则的主应力表达式见文献[9]。
将土视为弹塑性介质时,平面应变方向的正应变

(dε2 = 0) 始终等于零,即弹性正应变 (dεe
2) 和塑性

正应变 (dεp
2) 增量均为零。 依据塑性理论 dεp

2 =
dλ(∂f / ∂σ2) = 0, 根据相关联的流动法则,将上述土的

各强度准则 f 作为屈服函数,即可根据不同的强度准则

推导得到相应的中主应力和大、小主应力的关系[8]。

2　 平面应变条件下基于各强度准则的
无黏性土主动与被动土压力
平面应变条件下,如果建立了土体破坏时的大、小

主应力关系,那么依据经典的朗肯土压力理论,即可得

到平面应变条件下的土压力表达式。 将各中主应力表

达式代入相应的强度准则中,既可得到平面应变条件

下土破坏时的大、小主应力关系表达式。 在计算主动

土压力时,将 σ1 = γz (式中 γ 为土的重度, z 为水平地

面到单元的深度)带入各平面应变的大、小主应力关

系式,求解出 Pa = σ3; 在计算被动土压力时,令 σ3 =
γz, 求得 Pp = σ1, 这样就可得到平面应变条件下基于

不同强度准则的被动土压力和主动土压力表达式。
2. 1　 基于 Mohr-Coulomb 强度准则的平面应变土压力

主动土压力:
Pa = σ3 = σ1 / Kp = γz / Kp 　 　 ; (1)

被动土压力:
Pp = σ1 = Kpσ3 = Kpγz　 　 。 (2)

2. 2　 基于 SMP 强度准则的平面应变土压力

将中主应力条件 σ2 = σ1σ3 代入其强度准则

可得:
σ1

σ3
= 1

4 ( KSMP + KSMP - 3 - 2 KSMP - 1)
2
,

(3)
式中, KSMP = (2Kp + 1)(Kp + 2) / Kp。

主动土压力:
Pa = σ3 = σ1 / Kp-SMP = γz / Kp-SMP 　 　 , (4)

式中,Kp-SMP = ( KSMP + KSMP - 3 - 2 KSMP - 1)
2
/ 4。

被动土压力:
Pp = σ1 = Kp-SMPσ3 = Kp-SMPγz　 　 。 (5)

2. 3　 基于 Lade-Duncan 强度准则的平面应变土压力

将中主应力条件 σ2 = (σ1 + σ3) / 2 代入其强度准

则可得:
σ1

σ3
= 2

27KLD + 2
27 K2

LD - 27KLD - 1　 　 , (6)

式中, KLD = (Kp + 2) 3 / Kp。
主动土压力:

Pa = σ3 = σ1 / Kp-LD = γz / Kp-LD 　 　 , (7)

式中, Kp-LD = 2
27KLD + 2

27 K2
LD - 27KLD - 1。

被动土压力:
Pp = σ1 = Kp-LDσ3 = Kp-LDγz　 　 。 (8)

2. 4　 基于广义 Mises 强度准则的平面应变土压力

将依据广义 Mises 强度准则得到的中主应力条件

σ2 = σ2
1 + σ2

3 / (σ1 + σ3) 代入其强度准则可得

σ1

σ3
=

1 + KMIS + 6KMIS - 3K2
MIS

1 - 2KMIS
　 　 , (9)

式中, KMIS = 2 (Kp - 1) 2 / (Kp + 2) 2。
主动土压力:

Pa = σ3 = σ1 / KP-MIS = γz / KP-MIS 　 　 , (10)

式中, KP-MIS =
1 + KMIS + 6KMIS - 3K2

MIS

1 - 2KMIS
。

被动土压力:
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Pp = σ1 = KP-MISσ3 = KP-MISγz　 　 。 (11)
2. 5　 基于 AC-SMP 强度准则的平面应变土压力

将依据 AC-SMP 强度准则得到的中主应力条件

σ2 = σ2
1 + Kpσ2

3 / (σ1 + Kpσ3) 代入其强度准则可得

　
σ1

σ3
= (1 + KACKp +

3KACKp - K2
ACK2

p + 2KACK2
p + KAC - 2K2

ACK3
p ) /

(1 - KACKp - KAC)　 　 , (12)
式中, KAC = 2 (Kp - 1) 2 / (9K2

p)　 　 。
主动土压力:

Pa = σ3 = σ1 / Kp-AC = γz / Kp-AC 　 　 , (13)
式中, Kp-AC = (1 + KACKp +

　 　 3KACKp - K2
ACK2

p + 2KACK2
p + KAC - 2K2

ACK3
p ) /

　 　 (1 - KACKp - KAC)　 　 。
被动土压力:

Pp = σ1 = Kp-ACσ3 = Kp-ACγz　 　 。 (14)

2. 6 　 基于
3 σ 空间滑动面强度准则的平面应变土

压力

将中主应力条件 σ2 = 0. 472σ1 + 0. 528σ3 代入其

强度准则可得:
σ1

σ3
= 0. 119K2

p + 0. 976Kp - 0. 121　 　 。 (15)

主动土压力:
Pa = σ3 = σ1 / Kp-3 σ = γz / Kp-3 σ 　 　 , (16)

式中, Kp-3 σ = 0. 119K2
p + 0. 976Kp - 0. 121。

被动土压力:
Pp = σ1 = Kp-3 σσ3 = Kp-3 σγz　 　 。 (17)

2. 7　 平面应变条件下基于各强度准则的土压力系数

分析

(1) 主动土压力系数分析

依据平面应变条件下,整理基于各强度准则得到

的主动土压力系数 Ka 随内摩擦角 φ 的变化规律,如图

1 所示。

图 1　 主动土压力系数与内摩擦角的关系

Fig. 1　 Relationship between coefficient of active earth pressure and
internal friction angle

从图 1 可以看出,依据平面应变条件下各强度准

则得到的主动土压力系数随着内摩擦角的增大呈非线

性减小,各基于各强度准则得到的主动土压力系数均

小于 Mohr-Coulomb 强度准则计算的主动土压力系数,
主动土压力系数从大到小依次为 Mohr-Coulomb 强度

准则、SMP 强度准则、Lade-Duncan 强度准则、 3 σ 空间

滑动面强度准则、AC-SMP 强度准则、广义 Mises 强度

准则。 当 φ≤20°时,基于各强度准则得到的主动土压

力系数均能较好地反映主动土压力大小;φ > 20°后,广
义 Mises 强度准则的计算结果不适用于描述土的主动

土压力,AC-SMP 强度准则的计算结果则误差较大。
平面应变条件下,除 Mohr-Coulomb 强度准则,其余强

度准则均考虑了中主应力对强度的贡献,得到的主动

土压力系数均小于 Mohr-Coulomb 强度准则计算的主

动土压力系数,表明土体在主动卸荷条件下可以承受

更大的变形而保持稳定。
(2) 被动土压力系数分析

基于各平面应变强度准则计算的被动土压力系数

随内摩擦角的变化规律,如图 2 所示。

图 2　 被动土压力系数与内摩擦角的关系

Fig. 2　 Relationship between coefficient of passive earth pressure
and internal friction angle

由图 2 可知,被动土压力系数随着内摩擦角的增

长呈非线性增大;内摩擦角越大,依据各强度准则计算

的被动土压力系数的差异也越大。 当 φ > 20°后,广义

Mises 强度准则的被动土压力系数计算结果快速增大,
不适宜于计算被动土压力;φ > 30°后,AC-SMP 强度准

则的计算结果迅速增大,其余各强度准则的被动土压

力计算结果未出现明显偏差,能较好地反映被动土

压力。
综合分析图 1,图 2 土压力系数可知,依据 Mohr-

Coulomb 强度准则得到的主动土压力系数偏大,被动

土压力系数偏小,未充分考虑到中主应力对于强度的

贡献,即未充分发挥土自身强度。 平面应变条件下,基

于 SMP 强度准则、Lade-Duncan 强度准则、 3 σ 空间滑

动面强度准则、AC-SMP 强度准则、广义 Mises 强度准
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则得到的土压力系数均可用于主、被动土压力的计算,
但各自的适用范围不同:SMP 强度准则、Lade-Duncan

强度准则、 3 σ 空间滑动面强度准则的计算结果针对

不同大小的内摩擦角均具有普遍的适用性;AC-SMP
强度准则的计算结果适用于 φ < 30°时的土压力计算;
广义 Mises 强度准则适用于 φ < 20°时的土压力计算。
因此,针对不同的土性和工程问题,选择合理的强度准

则计算结果,可充分发挥土自身的强度,降低支护强

度,提高工程经济性。

3　 平面应变条件下基于各强度准则的

黏性土主动与被动土压力
通过式(18)的坐标变换,即用 σ∧ i 代替无黏性土平

面应变土压力表达式中的 σi, 就可以得到考虑黏聚力

的土压力表达式。
σ∧ i = σi + ccotφ　 i = 1,2,3　 　 , (18)

式中,c、φ 分别为黏聚力和摩擦角。
3. 1　 基于 Mohr-Coulomb 强度准则的黏性土平面应变

土压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp - 1)] / Kp

= [γz - ccotφ(Kp - 1)] / Kp。 (19)
被动土压力:

Pp = σ1 = Kpσ3 + ccotφ(Kp - 1)
= Kpγz + ccotφ(Kp - 1) 。 (20)

3. 2　 基于 SMP 强度准则的黏性土平面应变土压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp-SMP - 1)] / Kp-SMP

= [γz - ccotφ(Kp-SMP - 1)] / Kp-SMP,
(21)

式中, Kp-SMP = 1
4 ( KSMP + KSMP - 3 - 2 KSMP -

1) 2。
被动土压力:
Pp = σ1 = Kp-SMPσ3 + ccotφ(Kp-SMP - 1)

= Kp-SMPγz + ccotφ(Kp-SMP - 1)。 (22)
3. 3　 基于 Lade-Duncan 强度准则的黏性土平面应变

土压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp-LD - 1)] / Kp-LD 　

= [γz - ccotφ(Kp-LD - 1)] / Kp-LD。 (23)
被动土压力:

Pp = σ1 = Kp-LDσ3 + ccotφ(Kp-LD - 1)
= Kp-LDγz + ccotφ(Kp-LD - 1)。 (24)

3. 4 　 基于广义 Mises 强度准则的黏性土平面应变土

压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp-MIS - 1)] / Kp-MIS 　 　

= [γz - ccotφ(KP-MIS - 1)] / Kp-MIS。 (25)
被动土压力:
Pp = σ1 = Kp-MISσ3 + ccotφ(Kp-MIS - 1)

= Kp-MISγz + ccotφ(Kp-MIS - 1)。 (26)
3. 5 　 基于 AC-SMP 强度准则的黏性土平面应变土

压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp-AC - 1)] / Kp-AC 　 　

= [γz - ccotφ(Kp-AC - 1)] / Kp-AC。 (27)
被动土压力:

Pp = σ1 = Kp-ACσ3 + ccotφ(Kp-AC - 1)
= Kp-ACγz + ccotφ(Kp-AC - 1)。 (28)

3. 6　 基于
3 σ 空间滑动面强度准则的黏性土平面应

变土压力

主动土压力:
Pa = σ3 = [σ1 - ccotφ(Kp-3 σ - 1)] / Kp-3 σ 　 　

= [γz - ccotφ(Kp-3 σ - 1)] / Kp-3 σ 。 (29)
被动土压力:

Pp = σ1 = Kp-3 σσ3 + ccotφ(Kp-3 σ - 1)
= Kp-3 σγz + ccotφ(Kp-3 σ - 1)。 (30)

4　 平面应变土压力理论算例与实测值
对比分析

4. 1　 无黏性土土压力验证

试验采用无黏性的松散砂土[10],内摩擦角 φ =
34°,重度 γ = 19. 56 kN / m3。 挡墙由杂木板制成,厚度

5 cm,高 1 m,宽 1 m,并用两肋加强,以满足刚度要求,
其中,h 为墙高,Pa 为墙体水平土压力。 依据各个强度

准则得到的挡墙不同深度处的主动土压力值与实测土

压力曲线的比较,如图 3 所示。

图 3　 砂土的主动土压力

Fig. 3　 Active earth pressures of sand
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从图 3 可以看出,依据平面应变条件下各强度准

则计算的主动土压力计算结果从大到小依次为 Mohr-
Coulomb 强度准则、SMP 强度准则、Lade-Duncan 强度

准则、 3 σ 空间滑动面强度准则、AC-SMP 强度准则、广
义 Mises 强度准则,规律明显。 平面应变条件下,土破

坏时中主应力的大小,直接决定了土压力的大小,
Mohr-Coulomb 强度准则未考虑中主应力对强度的影

响,因此其计算的主动土压力值最大。
实测主动土压力值远小于基于 Mohr-Coulomb 强

度准则的计算值,说明 Mohr-Coulomb 强度准则的计算

结果过于保守。 当开挖深度小于 0. 5 m 时, Lade-

Duncan 强度准则、 3 σ 空间滑动面强度准则、AC-SMP
强度准则的计算结果与实测值较为吻合;随着开挖深

度继续增大,则 AC-SMP 强度准则的计算结果和实测

值最为接近。 基于广义 Mises 强度准则计算的主动土

压力值比实测值还小,在工程设计中不安全,不能适用

于计算土压力问题;基于 SMP 强度准则、Lade-Duncan

强度准则、 3 σ 空间滑动面强度准则、AC-SMP 强度准

则得到的主动土压力均体现了平面应变条件下中主应

力对土强度的贡献,能较好地反映挡墙上的应力状态,
与实测土压力值更为接近。
4. 2　 黏性土土压力验证

某深基坑,深 7. 1 m,采用桩径为 800 mm 的悬臂桩

支护,桩长 12. 70 m。 坑深内土层共四层:第 1 层为杂填

土,层厚 0. 8 m, c = 15 kPa,φ = 15°,γ = 19. 2 kN / m3;
第 2 层为新近化中粉质黏土,层厚 3 m, c = 5 kPa,φ =
21°,γ = 19 kN / m3; 第 3 层为第四纪中粉质黏土,层厚

2. 5 m, c = 14 kPa,φ = 24. 8°,γ = 19. 6 kN / m3; 第 4
层为砂质粉土,层厚 0. 8 m, c = 6 kPa,φ = 28. 5°,γ =
20 kN / m3。 实测主动土压力值与各强度准则计算出的

不同土层深度处的主动土压力值如图 4 所示。

图 4　 各强度准则条件下主动土压力分布图

Fig. 4　 Distribution of active earth pressure under different
strength criteria

由图 4 可知,基于各强度准则计算的成层土主动

土压力的大小规律与无黏性土、均质黏性土一致。 基

于广义 Mises 强度准则计算的基坑底部的主动土压力

值已经小于实测主动土压力,在工程设计中不安全,也
进一步表明,基于广义 Mises 强度准则的土压力理论

不再适宜于描述挡墙上土压力的大小;其余各强度准

则的计算结果均比 Mohr-Coulomb 强度准则的计算结

果更接近实测值,其中 AC-SMP 强度准则的计算值与

实测土压力最为接近。 这也说明,在保证安全前提下,
计算平面应变条件下的土压力时,充分考虑中主应力

对土强度的贡献很有必要,可节约社会资源,提高工程

经济性。

5　 结　 　 论
(1) 平面应变条件下,依据无黏性土常用的多种

强度准则,应用相关流动法则和塑性理论,得到了基于

不同强度准则的中主应力与大、小主应力之间的关系,
推导出了各强度准则的主、被动土压力计算公式,并将

其推广到黏性土。
(2) 在平面应变条件下,基于各强度准则得到的

土压力系数均可用于主、被动土压力的计算,但各自的

适用范围不同:Mohr-Coulomb 强度准则、SMP 强度准

则、Lade-Duncan 强度准则、 3 σ 空间滑动面强度准则

的计算结果针对不同大小的内摩擦角均具有普遍的适

用性;AC-SMP 强度准则的计算结果适用于 φ < 30°时
的土压力计算;广义 Mises 强度准则适用于 φ < 20°时
的土压力计算。

(3) 平面应变条件下,土体破坏时,中主应力的发

挥程度直接决定了土压力的大小。 中主应力发挥越

高,土的强度越高,具体表现为计算出的主动土压力越

小,被动土压力越大;反之,中主应力越小,对土强度的

贡献也就越小,表现为所计算的主动土压力值越大,被
动土压力越小。

(4) Mohr-Coulomb 强度准则由于未考虑中主应力

效应,故而计算的主动土压力偏大,被动土压力偏小,
未能充分发挥土的强度潜能,在设计上趋于保守。

SMP 强度准则、Lade-Duncan 强度准则、 3 σ 空间滑动

面强度准则、AC-SMP 强度准则的计算结果更接近实

测土压力,其中 AC-SMP 强度准则的计算结果最为准

确。 广义 Mises 强度准则的土压力计算结果不再适宜

于描述挡墙上土压力的大小
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