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考虑状态相关的砂土非正交弹塑性本构模型 
路德春 1，金辰逸 1，梁靖宇 2，李泽华 1，杜修力 1 

(1. 北京工业大学城市与工程安全减灾教育部重点实验室，北京 100124；2. 北京建筑大学土木与交通工程学院，北京 100044) 

摘  要：砂土的力学特性具有显著的状态相关性，主要体现为不同应力状态与密实状态下砂土的变形特性具有显著差

异。合理的状态相关硬化规律与剪胀规律描述是反映砂土状态相关变形特性的基础。提出了能够有效描述砂土等向压

缩规律与临界状态规律的微分表达式，并基于等向压缩硬化规律建立了状态相关因子 ω，发展了砂土状态相关的硬化

参数 H，旨在合理确定塑性应变增量的大小；在利用非正交塑性流动法则确定塑性应变增量的方向的过程中，引入了

状态变量 ψ 对分数阶次 μ 的影响，从而考虑了塑性应变增量方向的状态相关性，合理地描述了砂土的状态相关剪胀性。

进一步，结合引入了状态变量的 Hooke 定律，确定了弹性应变增量，从而发展得出能够描述砂土状态相关特征的非正

交弹塑性本构模型。通过合理预测 Toyoura 砂的常规三轴排水及不排水试验结果，验证了所建模型能够有效捕获砂土的

状态相关力学特性。 
关键词：砂土；状态相关；本构模型；非正交塑性流动法则；弹塑性 

中图分类号：TU441       文献标识码：A       文章编号：1000-4548(2023)02-0221-11 
作者简介：路德春(1977— )，男，博士，教授，主要从事岩土与城市地下工程等方面的教学与研究工作。E-mail: 

dechun@bjut.edu.cn。 

 State-dependent non-orthogonal elastoplastic constitutive model for sand  
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Abstract: The mechanic characteristics of sand have obvious features of state dependence, which is mainly reflected by the fact 

that the deformation characteristics of sand in different stress and density states significantly differ. The reasonable description 

for the state-dependent hardening rule and dilatancy rule of sand is the basis to describe the state-dependent deformation 

characteristics of sand. A differential expression which can effectively describe the isotropic compression and critical state of 

sand is proposed. Based on the hardening rule under isotropic compression condition, a state-dependent hardening factor ω is 

proposed, and the state-dependent hardening parameter H is developed in order to reasonably decide the magnitude of plastic 

strain increment. In the process of determining the direction of plastic strain increment by adopting the non-orthogonal plastic 

flow rule, the influences of state parameter ψ on fractional order μ are introduced, and the state dependence of the direction of 

plastic strain increment is considered, thus reasonably describing the state-dependent dilatancy of sand. Furthermore, by 

introducing the state parameter into the Hooke’s law, the elastic strain increment is obtained, and a non-orthogonal elastoplastic 

constitutive model which can describe the state dependence of sand is proposed. By reasonably predicting the results in triaxial 

drained and undrained tests on the Toyoura sand, it is proved that the established model can effectively capture the 

state-dependent mechanic characteristics of sand. 
Key words: sand; state dependence; constitutive model; non-orthogonal plastic flow rule; elastoplasticity 

0  引    言 
试验研究[1-6]表明，砂土的强度与变形特征具有显

著的状态相关性，其不仅与当前应力状态相关，还受

当前密实状态的显著影响。初始密实度相同的砂土在

低围压条件下受剪切荷载趋于体胀，在高围压条件下

受剪切荷载趋于体缩；而在初始围压相同的条件下，

松散砂土受剪切荷载作用易发生体缩，而密实砂土受

剪切荷载作用易发生体胀。砂土在剪切荷载作用下，

除产生的塑性变形与其实际应力状态[5-6]密切相关外，

砂土受剪达到相变状态和峰值状态时的应力条件也表
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现出显著的状态相关性[3, 7]。为统一描述不同密实度与

应力状态对砂土力学性质的影响，Been 等[3]将当前孔

隙比与临界状态孔隙比的差值定义为状态变量 ψ，当

ψ>0 时，砂土处于松散状态，通常表现出剪缩特征；

当 ψ<0 时，砂土处于密实状态，通常表现出剪胀特征。

类似地，也有学者提出了其他形式的状态变量，如

Bolton[8]将砂土的密实度和平均正应力结合所定义的

相对剪胀指标，Ishihara[9]基于砂土在 e-lnp 平面内准

稳定状态线和上限参考线所定义的状态指标，姚仰平

等[10-11]通过使状态参考线在剪切过程中向临界状态

线过渡进而发展得到的密实状态参量等。这些状态变

量都可用于描述砂土状态相关的变形特征，统一地考

虑了密实度与应力状态变化对砂土力学特性带来的影

响，克服了对于不同密实度及应力状态的同种砂土采

用不同模型参数的问题。目前，基于状态变量所建立

的状态相关本构模型中，较多通过直接构造硬化模量

的方式来反映砂土与状态相关的硬化规律[12-16]，而由

于在等向压缩条件下硬化模量趋于正无穷，使这类模

型计算等向压缩条件下的塑性变形为 0，无法准确描

述等向压缩条件下砂土的硬化规律。另有一些模型在

弹塑性框架下，基于 e-lnp 坐标系中砂土的等向压缩

规律，发展硬化参数以描述一般应力条件下的砂土状

态相关硬化规律[10-11, 17-18]。如何合理描述砂土在等向

压缩条件下的状态相关硬化规律，并发展得到一般应

力条件下的硬化参数是需要持续探索的问题。 
砂土硬化规律的合理描述旨在确定塑性应变增量

的大小，而合理描述砂土一般应力条件下的变形规律

还需确定塑性应变增量的方向。已有试验与理论研究

均表明砂土的变形具有明显的非关联流动特征[19-20]。

因此，在砂土的弹塑性本构模型建立过程中，常通过

构造塑性势函数来获得与屈服面非正交的塑性应变增

量方向。然而，塑性势函数难以通过试验数据直接构

造，且引入的塑性势函数可能会给模型带来一些物理

含义不清的参数。为突破传统塑性理论利用塑性势函

数确定塑性流动方向的局限，Lu 等[21]提出了非正交塑

性流动法则，利用屈服函数的非正交梯度确定塑性流

动方向，给出了塑性应变增量方向的张量表达式。非

正交塑性流动法则已被用于发展一系列岩土材料的弹

塑性本构模型[22-25]。而在已建立的这些本构模型中，

采用非正交流动法则时所取的分数阶次为常数，未能

完善考虑密实度及应力状态对塑性流动方向的影响。 
本文采用微分表达式来描述砂土的状态相关等向

硬化规律，发展得出适用于一般应力条件的状态相关

硬化参数 H，并通过结合椭圆屈服函数确定了塑性应

变增量的大小；通过考虑状态变量 ψ 对分数阶次 μ 的

影响，利用变分数阶次的非正交塑性流动法则直接基

于屈服函数来确定塑性应变增量方向；最后，结合引

入状态变量的 Hooke 定律确定了弹性应变增量，建立

了考虑砂土状态相关特性的非正交弹塑性本构模型。

利用所建立模型对 Toyoura 砂的三轴排水及不排水剪

切试验结果进行预测，验证了模型的合理性。 

1  砂土等向压缩及临界状态规律 
1.1  等向压缩规律 

Cambria 砂和 Toyoura 砂在不同初始密实度条件

下的试验结果[1, 26]如图 1，2 中的试验点所示。试验结

果表明：不同于黏土，砂土的 ICL （ isotropic 
compression line）并不唯一；对具有不同初始密实度

的砂土，ICL 在 e-lnp 坐标系中表现为互不相交的压缩

曲线；随着平均正应力 p 的增大，这些 ICL 整体上趋

近于同一条渐近线 AICL （ asymptotic isotropic 
compression line）。以上试验结果表明，砂土的 ICL 不

仅与其密实度相关，还与其应力状态有关。 

 

图 1 Cambria 砂的 e-lnp 变化规律 

Fig. 1 Variation of e with increasing lnp for Cambria sand 

 

图 2 Toyoura 砂的 e-lnp 变化规律 

Fig. 2 Variation of e with increasing lnp for Toyoura sand  

假设砂土 AICL 的形式如下： 
 a a0 a lne e p    ， (1) 

式中，p 为平均正应力，ea0为 p=1 kPa 时 AICL 上的

孔隙比， a 为 AICL 在 e-lnp 坐标系中的斜率。如图 3
所示，以 AICL 为参考线，则当前状态点 A(lnp, e)与
AICL 之间的竖直距离为 h，可表示为 
 a a0 a( ln )h e e e p e       。 (2) 
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图 3 参量 h 及 ICL 切线斜率 

Fig. 3 Parameter h and gradients of ICL 

根据试验结果，ICL 上当前点的切线斜率与 h 有

以下关系：对于初始孔隙比不同的砂土，在相同 p 值

条件下，h 越大，切线斜率越小，这表明砂土越难以

被压缩，当 h 非常大时，切线斜率趋近于 0；在相同 p
值条件下，h 越小，切线斜率越大，这表明砂土越易

于压缩，当 h 趋近于 0，切线斜率趋近于 a ，意味着

ICL 趋近于 AICL。 
根据以上规律，在 e-lnp 坐标系中，ICL 上当前点

斜率随砂土状态变化的关系可以为 

 a
d 1

dln 1
e
p h







  ， (3) 

式中，β 为控制切线斜率随 h 非线性变化的参数。以

等向压缩试验曲线中的第一个点为初值点，根据式（3）
可以对 Cambria 砂与 Toyoura 砂的 ICL 进行预测。其

中，Cambria 砂的 3 条 ICL 分别对应初始相对密实度

Dr 为 0.3，0.6 和 0.9 的土样；Toyoura 砂的 4 条 ICL
分别对应最密状态、干式堆积制备、水沉积制备以及

最松状态时的土样。参数取值如下：①Cambria 砂，

ea0=1.860， a =0.144，β=58.8。②Toyoura 砂，ea0=1.973，

a =0.135，β=25.0。预测结果如图 1，2 中的线所示，

预测结果与试验结果的对比表明，式（3）能够合理描

述砂土与状态相关的等向压缩规律。 
1.2  临界状态规律 

Verdugo等[1]整理了Toyoura 砂的临界状态试验结

果，如图 4 所示。通过试验结果可知，砂土的临界状

态线 CSL（critical state line）在 e-lnp 坐标系中与 ICL
有类似的规律。在本文的模型中，假定 CSL 最终也趋

近于一条斜率为 a 的直线 ACSL（asymptotic critical 
state line），即 CSL 和 ICL 随着 p 的增大最终趋于平

行。AICL 和 ACSL 之间的竖直距离表示为 ΔeL。  
在本文模型中，当前 p 下 CSL 上点的切线斜率采

用了与式（3）类似的形式，表示为 

 c
a

d 1
dln 1

e
p 'y




 


  ，          (4) 

 a L cΔy e e e     。 (5) 

式中：y 为 CSL 上当前点到 ACSL 的竖直距离；ea为

AICL 上当前 p 所对应的孔隙比；ec为 CSL 上当前 p
所对应的孔隙比；ΔeL为 AICL 和 ACSL 之间的竖直

距离； ' 为控制 CSL 切线斜率非线性变化的参数，

基于对试验结果的分析可知， ' 与  近似相等，因此，

本文取 ' =  。 
利用式（4）对 Toyoura 砂的 CSL 进行预测，参

数取值如下： ea0=1.973， a =0.135，ΔeL=0.155，
' =  =25.0。结果如图 4 所示。预测结果与试验结果

的对比表明，式（4）能较好地描述 Toyoura 砂的临界

状态特性。 

 

图 4 Toyoura 砂的临界状态线 

Fig. 4 Critical state line of Toyoura sand 

2  砂土的状态相关硬化参数 
硬化参数是反映土在加载过程中硬化规律的塑性

内变量，而硬化规律可用于确定塑性应变增量的大小。

基于砂土状态相关的等向压缩硬化规律，可以发展状

态相关硬化参数 H，以确定砂土状态相关的塑性变形。 
2.1 等向压缩硬化规律 

等向压缩条件下根据式（3）可得砂土总体应变增

量 vd 的表达式： 

 a x
v

0 x

d1d
1 1

p
e h p







 
  。 (6) 

式中：e0 为初始孔隙比；px 为等效固结压力，其为屈

服面 f 与 p 轴交点对应的平均正应力值。在剑桥模型

中，回弹参数 κ 和压缩参数的比值为一常数，即认

为土在等向压缩时弹性压缩变形和总压缩变形的比为

一常数。在本文模型中沿用了该假设，因此在等向压

缩条件下有  
 e

v vd d     ， (7) 

式中， e
vd 为弹性体应变增量，  为比例常数。根据

式（6），（7），可得到等向压缩条件下弹性体应变增量
e
vd 和塑性体应变增量 p

vd 的表达式： 

 e x
v k

x

d1d
1

p
l

h p






  ， (8) 

 p x
v p

x

d1d
1

p
l

h p






  ， (9) 
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式中，lk为弹性参数，lk=ρ a /(1+e0)，lp为塑性参数，

lp= a  (1–ρ)/(1+e0)。 
2.2  一般应力状态下的硬化参数 H 

对于正常固结黏土，以塑性体应变为硬化参数足

以反映其在加载过程中的硬化规律。然而，对于砂土

而言，已有研究[6, 27]表明塑性体应变作为硬化参数并

不适用于描述砂土与密实度以及应力状态相关的复杂

性质，砂土在加载过程中的硬化规律不仅与砂土当前

的密实度有关，还与应力状态相关。基于 Yao 等[27-28]

的研究可知，硬化参数 H 可以表示为 

 p
v

p

 dH ε
l


    ， (10) 

式中，ω 为状态相关因子。本文基于砂土在特殊应力

比条件下的试验规律，提出了新的状态相关因子 ω，

通过引入应力比 η 的影响，可将所提出的等向压缩硬

化规律式（9）扩展至一般应力条件。ω 的表达式如下： 

 d f

f d x

( 1) M M ph
M M p




 

 

     
 。    (11) 

式中：η=q/p 为应力比，q 为广义剪应力；ξ 为材料参

数；Md 和 Mf 分别为当前状态所对应的砂土相变应力

比和峰值应力比，根据砂土在排水剪切试验中达到相

变状态与峰值状态时的试验规律，可表达如下： 
   

d f  ,  m nM M e M M e      。    (12) 
式中：m 和 n 为材料参数；M 为砂土的临界状态应力

比；ψ 为以 CSL 为参考线所定义的状态变量，其定义

与 Been 等[3]相同，以 ψ=0 为分界，砂土表现出剪缩

和剪胀两种不同性质，如图 5 所示。 的表达式如下： 
 ce e    。 (13) 
因此，根据 e-lnp 空间中 h 与状态变量 的转化关系，

可得 h=ea–ec– 。 

图 5 状态变量  

Fig. 5 State parameter   

在等向压缩条件下，硬化参数 H 所表示硬化规律

能够退化为式（9）。同时，在等向压缩条件下，η=0，
px=p，此时，式（11）退化为 ω=βh+1，将其代入式（10）
得 

 p
v p

1d d
1

l H
h







  。 (14) 

式（9），（14）均可用来表示塑性体应变增量，二

者相等可得 dpx/px=dH。通过对其进行积分并整理可得

硬化参数 H 与等效固结压力 px的关系： 
 x x0 exp( )p p H   ， (15) 

式中，px0为初始等效固结应力。  

3  砂土的非正交弹塑性本构模型 
根据弹塑性理论可知，砂土的总应变增量可以分

为弹性应变增量 ed ij 和塑性应变增量 pd ij 两部分： 
 e pd d dij ij ijε ε     。 (16) 

3.1  弹性应变增量 

根据 Hooke 定律，弹性应变增量 ed ij 可写为 

 e 1 +d d dij ij kk ijδ
E E
      ，   (17) 

式中， 为泊松比，E 为杨氏弹性模量。根据式(17)，
弹性体变增量 e

vd 可表示为 

 e
v

3(1 2 )d dp
E
 

   。 (18) 

用弹性理论计算弹性变形时，认为弹性体变仅由

平均正应力 p 引起，与剪切应力 q 无关，因此有 

 e
v k

1 dd
1

pl
h p







  。 (19) 

对比式（19），（18），同时根据 h=ea–ec– ，可以

得到引入了状态变量 的弹性模量 E 的表达式： 

  a c
k

3(1 2 ) ( ) 1E e e p
l


 


     。  (20) 

3.2  塑性应变增量 

塑性应变增量 pd ij 为矢量，其包括大小和方向两

部分，可以表示为 
 pd ij ijm     ， (21) 

式中，为塑性标量因子，mij为塑性流动方向，分别

用于反映塑性应变增量 pd ij 的大小和方向。塑性应变

增量的大小用于反映砂土的硬化特性，而塑性应变增

量的方向用于反映砂土剪缩剪胀等变形特性。 
（1）塑性应变增量的大小 
根据弹塑性理论，塑性应变增量 pd ij 的大小可基

于屈服函数和硬化参数确定。 
本文模型中采用如下椭圆形屈服函数：  

 2 2 2
x( ) 0f q N p p p     ，  (22) 

式中，px为等效固结压力，是屈服面与 p 轴的交点，

可以通过屈服面上任意一点的应力状态(p，q)来表示，

即 2 2
x /p q N p p  ，N 为椭圆形屈服面纵轴和横轴的

比值。当 N 与临界状态应力比 M 相等时，式（22）退

化为 MCC 模型[29]的屈服函数。 
根据一致性条件，对屈服函数式（22）求全微分

得 
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 p
vp

v

d d d d 0f f f Hf p q
p q H




   
   
   

 。 (23) 

根据式（21）将 p
v pd m   代入式（23）中，可得塑

性标量因子： 

 p
v p

d df p p f q q
f H H m




      
 

     
 。 (24) 

式中， pm 为与塑性体变增量 p
vd 对应的塑性流动方

向，其表达式将在下一节给出。式（24）中的各项偏

导数可根据式（10），（15），（22）求解得出，表达式

如下： 

 
2 2 2

  2f N p q f q
p p q
  

 
 

，  ， (25) 

 2 dx f
a cp

v p f d x

( ) 1
ξ

Mp M ηf H pN p β e e
H ε l M M η p


  

         
。

  (26) 
将式（25），（26）以及 2 2

x /p q N p p  代入式（24）
解得 

2 2
df

p 2
d f a c

1
( ) +1

MM Nl
M M N e e


 


  
  

     
 

  
2 2 2

2 2 2
p

( )d 2 d
( )

N p q p pq q
p q N p m

 


  。         (27) 

（2）塑性应变增量的方向 
Lu 等[21]提出的非正交塑性流动法则可直接基于

屈服函数确定塑性应变增量的方向 mij，其形式为 

 
μ

kl
ij μ

kl ij

Sfm
S σ



 

  。 (28) 

式中，屈服函数 f 的分数阶偏导数根据 Riemann- 
Liouville(R-L)型分数阶导数进行计算[30]。Skl为组成屈

服函数 f 的应力参量，其由应力 ij 构成，结合屈服函

数式（22）可知，本文中 Skl为 p 和 q，因此，mij可以

表示为 

 
μ μ

ij μ μ
ij ij

f p f qm
p σ q σ

   
 
   

  。     (29) 

其中，屈服函数 f（式（22））对 p 和 q 的分数阶偏导

数可以写为 

 
2 2 2 2 2 2

p q
( 2 ) (3 )( , ) ,

Γ(3 ) Γ(3 )

μ

μ

μ μ q μN p μ μ qm m
μ p μ

   
    

。 

 (30) 

式中， ( )z 为 Gamma 函数（ 1

0
( ) e dzz  

     ， 

Re(z)>1），有 ( 1) ( )z z z    。在利用式（29）确定

塑性应变增量方向的过程中，所需协变变换表达式如

下： 

 
3( )1   ,  

3 2
ij ij

ij
ij ij

pδp qδ
σ q




 
 

 
  。 (31) 

联立式（29）～（31），即可得到塑性应变增量的

方向 mij的张量表达式： 
2 2 2 2 2 2 3( )( 2 ) (3 )

3Γ(3 ) Γ(3 ) 2

μ
ij ij

ij ijμ

pδμ μ q μN p μ μ qm δ
μ p μ q

   
 

 
。 

 (32) 
当应力比达到相变应力比，即 η=Md=M·emψ 时，

砂土达到相变状态，有塑性体应变增量 p
vd    

p 0m  。考虑到塑性标量因子 ≠0，因此有 pm =0，藉

此即可确定分数阶次 μ 的表达式： 

 
2

22
( )mψ

Nμ
M e

 


  。 (33) 

式（33）所描述的 μ-ψ 关系表明：分数阶次 μ 和

砂土的状态变量 ψ 相关，随着砂土密实度及应力状态

的变化而变化；砂土最终达到临界状态(ψ=0)时的分数

阶次 μc=2N/M)2。 
将式（27），（32）代入式（21）中，即可得出塑

性应变增量 pd ij 的表达式： 
2 2

p df
p 2

d f a c

1d
( ) +1ij

MM Nε l
M M N e e


 
  
  

     
 

12 2 2

2 2 2 2 2 2

3(3 ) ( )( )d 2 d 1
( ) 3 2( 2) 2

μ μ
ij ij

ij

μ q p pδN p q p pq q δ
p q N p μ q N p

   
 

    
。

 (34) 
3.3  模型参数确定 

模型共有 12 个参数，可分为弹性参数（ ，ρ）
与塑性参数（ a ，ea0，β，ΔeL，ec0，M，m，n，N，
ξ）。 

（1）弹性参数 
 为砂土泊松比，取 0.3；ρ 为等向压缩条件下，

砂土产生弹性变形大小与总变形大小的比值。当压力

较大时，e-lnp 坐标系中的 ICL 趋近于斜率为 a 的

AICL，此时进行卸载回弹及再压缩，卸载段和再压缩

段在 e-lnp 坐标系中的平均斜率为 κa，进而确定

ρ=κa/ a 。 
（2）塑性参数 
塑性参数可分为等向压缩参数与剪切特性参数。 
a）等向压缩参数 

a 和 ea0 分别为砂土 AICL 的斜率和 p=1 kPa 时

AICL 上的孔隙比。在砂土等向压缩试验中，根据 ICL
确定渐近线 AICL 后可确定 a 和 ea0；β 为控制 ICL 切

线斜率随变量 h 非线性变化的参数。本文中因取  = 
 ，故该参数也控制 CSL 切线斜率随变量 y 非线性变

化。以 AICL 为参考线，以能根据式（2），（3）良好

预测砂土 ICL 为目标，确定参数 。 
b）剪切特性参数 
ΔeL为 AICL 和 ACSL 之间的距离。根据试验确
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定 CSL 的渐近线 ACSL 后，根据其与 AICL 在 e-lnp
空间中的竖直距离可以确定 ΔeL。 

ec0 为 p=1 kPa 时 CSL 上的孔隙比。以能根据式

（4），（5）较好预测砂土 CSL 为目标，确定参数 ec0。 
M 为临界状态应力比。其可由 p-q 坐标系下 CSL

的斜率确定。 
m 和 n 分别为控制相变应力比和峰值应力比的材

料参数。根据密实砂土在三轴排水剪切试验中发生相

变时的状态点，通过式（12）确定参数 m；根据密实

砂土在排水剪切试验中达到峰值状态的状态点，通过

式（12）确定参数 n。具体表达式如下： 

 d f

d f

1 1ln   ,  ln
η η

m n
ψ M ψ M

        
  

 。  (35) 

式中： dψ 和 fψ 分别为发生相变时与达到峰值应力比时

的状态变量；ηd和 ηf分别为砂土发生相变时与达到峰

值条件时的应力比。 
N 为椭圆形屈服面纵轴和横轴的比值。根据一组

等 p 路径三轴排水剪切试验可以确定参数 N，具体过

程如下：剪胀比 d 为塑性体应变增量 p
vd 和塑性剪应

变增量 p
dd 的比值。基于非正交流动法则，可以得到

p
v pd m   及 p

d qd m   ，故可确定剪胀方程： 

 
2 2 2

p
2 2

q

+ ( 2 )
(3 ) μ

m μN μ μ ηd
m μ μ η 


 


  。    (36) 

将式（33）代入式（36），可以得到 

 
2

2

2 2

2 2( 1) 2mψ

2mψ

N
2mψ M e

M e ηd

M e N η 

 


 

  。    (37) 

选取函数来描述该组试验中的 ψ-η 关系，并将 ψ(η)代
入式（37）可以得到 

 
 

   

2

2

2 2

2 2( 1) 2mψ

2mψ

N
2mψ M e

M e ηd

M e N η 



 

 


 

 。   (38) 

此时以式（38）能较好描述该组试验的 η-d 剪胀曲线

为目标，以确定参数 N。 
 为影响硬化特性的材料参数。在其余参数确定

后，通过以本文的模型对试验结果进行试算并达到最

佳效果，以确定参数 。 

4  模型特性分析 
结合常规三轴排水剪切试验，本文从硬化特性和

剪胀规律两方面来对模型进行分析。 
4.1  硬化特性分析 

在常规三轴排水剪切试验条件下，对硬化特性进

行分析，选取图 6 所示的 4 种加载情况。初始屈服面

f0经过初始等向固结应力状态点 A。如图 6（a）所示，

砂土从点A以ψ0=ψ1<0的密实状态进行常规三轴排水

剪切至临界状态点 C，其路径为 ABC；同时，以临界

状态点 C 对应的屈服面 f2 为最终屈服面，砂土以

ψ0=ψ1<0 进行等向压缩，路径为 AE。此外，如图 6（b）
所示，砂土从 A 以 ψ0=ψ2>0 的松散状态进行常规三轴

排水剪切试验，最终达到临界状态点 D，其路径为 AD；

同时，以临界状态点D对应的屈服面 f2为最终屈服面，

砂土以 ψ0=ψ2>0 进行等向压缩，路径为 AF。 
对于上述 4 种加载情况，初始应力状态相同，最

终达到相同的屈服面 f2，对应相同的硬化参数 H2，与

所经过的应力路径以及砂土密实度无关，如图 7（a），
（b）所示。当砂土处于 ψ0=ψ2>0 的松散状态，硬化

参数 H 持续增大至 H2，反映了松砂通常所表现出的

硬化特性。而当砂土处于 ψ0=ψ1<0 的密实状态，H 先

达到峰值 H1后开始减小，最终达到临界状态时的 H2；

在 H 减少的过程中，当前屈服面由峰值屈服面 f1内缩

至 f2，应力比 η 降低，能够反映密砂通常表现出的软

化特性。 

 

图 6 分析硬化特性时的应力路径  

Fig. 6 Stress paths when analyzing hardening characteristics 

虽然 H 最终都达到 H2，但在 4 种加载情况下，

砂土产生了不同的塑性变形，如图 7（c）所示。对比

路径 AE 和 AF（或 ABC 和 AD），由于初始密实度不

同，沿着相同应力路径产生了不同的塑性体变 p
v ，体

现了砂土塑性变形的密实度相关性。对比路径 AF 和

AD（或 AE 和 ABC），当初始密实度相同时，砂土沿

着不同的应力路径产生了不同的塑性体变 p
v ，体现了

砂土塑性变形的应力路径相关性。其中，砂土初始状

态 ψ2>0 时，排水剪切过程中塑性体变 p
v 持续增大，

反映了松砂通常表现出的剪缩特性；而砂土初始状态

ψ1<0 时，砂土会出现相变状态，即塑性体变 p
v 由增

大转为减小，能够反映密砂通常表现出的剪胀特性。 
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图 7 硬化规律分析 

Fig. 7 Analysis of hardening rule 

综上，本文提出的硬化规律能够捕获砂土塑性变

形与应力路径及状态相关的特性；同时，该硬化规律

能够捕捉砂土在排水剪切试验中出现的剪缩/剪胀、硬

化/软化特性。 
4.2  剪胀规律分析 

图 8所示为砂土在 p=p0的等向固结初始应力条件

下，以两种不同的初始松密状态(ψ0=ψ1<0 和 ψ0=ψ2>0)
进行的常规三轴排水剪切试验 e-lnp 空间应力路径。 

根据式（36）可知，剪胀比 d 不仅与当前应力比

η 有关，还受到分数阶次 μ 的影响。根据式（33），在

加载过程中，μ 随状态变量 ψ 发生变化，因此，砂土

在排水剪切过程中的剪胀曲线为一条位于 η-d-μ 空间

的曲线，其位于式（36）所表示的剪胀曲面上，如图

9（a）所示；剪胀曲线在 η-d 平面的投影如图 9（b）
所示。当砂土处于 ψ0<0 的密实状态时，剪胀曲线上

存在相变点(d=0)，以相变点为分界，剪胀比 d 由正转

负，反映砂土由剪缩状态进入剪胀状态；在达到相变

点后，d 继续减小达到最小值，此后 d 重新增大至 d=0，

砂土达到临界状态。其中，剪胀曲线存在 η 减小的部

分，对应处于密实状态砂土在排水剪切过程中存在的

软化行为。而当砂土处于 ψ0>0 的松散状态时，始终

有 d>0，反映了处于松散状态砂土在排水剪切过程中

持续体缩的性质，直至达到 d=0 的临界状态。 

 

图 8 e-lnp 空间应力路径 

Fig. 8 Stress paths in e-lnp space  

图 9 排水剪切过程中的剪胀规律 

Fig. 9 Stress-dilatancy rule under drained triaxial compression  

非正交塑性流动方向 mij 表现出与状态相关的特

性。根据式（32），（33）可知，非正交塑性流动方向

mij由分数阶次 μ 控制，当 μ≠1 时，塑性流动方向与

屈服面呈非正交。状态变量 ψ 影响着分数阶次 μ，使

得非正交塑性流动方向与砂土状态相关，进而能够描

述砂土与状态相关的非关联流动特性。对于图 8 所示

的两种加载情况，在初始应力状态相同而初始密实度

不同的条件下，砂土在加载过程中的屈服面演化及非

正交塑性流动方向如图 10 所示。 
在加载过程中，对于初始密实度不同的砂土，其
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非正交塑性流动方向都有以下规律：在加载最初

(η=0)，非正交塑性流动方向都指向 p 轴正轴，此时，

塑性剪应变增量 p
dd 0  ；在最终达到临界状态时

(η=M)，非正交塑性流动方向指向 q 轴正轴，与屈服

面 f2非正交。此时，塑性体应变增量 p
vd 0  。由于砂

土密实程度不同，其表现出的非正交塑性流动方向的

演化规律又有所不同。对于 ψ0<0 时处于密实状态的

砂土，如图 10（a）所示，其加载到 B 点时达到相变

状态(ψ=ψd，η=ηd)，非正交塑性流动方向指向 q 轴正

轴。以 B 点为分界， p
vd 由正变负，非正交塑性流动

方向由偏向 p 轴正轴方向转为偏向 p 轴负轴方向，砂

土由剪缩转为剪胀。随着继续加载，砂土经历峰值应

力状态点 C(ψ=ψf，η=ηf>M)后，最终达到临界状态

D(ψ=0，η=M)，在这个过程中非正交塑性流动方向逐

渐回到 q 轴正轴。而对于 ψ0>0 时处于松散状态的砂

土，如图 10（b）所示，其从初始应力状态点 A 加载

到临界状态点 E(ψ=0，η=M)。非正交塑性流动方向在

砂土达到临界状态点 E 前始终偏向 p 轴正轴方向，表明

在整个加载过程中始终有 p
vd 0  ，砂土只发生剪缩。 

图 10 非正交塑性流动方向分析  

Fig. 10 Analysis of non-orthogonal plastic direction 

5  试验验证 
本文以 Toyoura 砂土的常规三轴剪切试验[1]来验

证所提出模型，模型参数见表 1。排水试验结果[1]与

模型预测结果的对比如图 11，12 所示，不排水试验结

果[1]和模型预测结果的对比如图 13～15 所示。 
表 1 Toyoura 砂的模型参数 

Table 1 Model parameters of Toyoura sand 
M   ρ a  ea0 ec0 

1.25 0.3 0.4 0.135 1.973 0.958 
m n ξ N β ΔeL 

3.5 1.7 0.4 0.90 25.0 0.155  
在初始平均正应力 p0=100，500 kPa 时，不同初

始孔隙比 e0的 Toyoura 砂排水剪切试验结果如图 11，
12 所示。当初始平均正应力 p0 相同时，初始孔隙比

e0 较大的松砂表现出剪缩特性，且初始孔隙比越大，

剪缩现象越明显；而初始孔隙比 e0较小的密砂通常表

现出先剪缩后剪胀的特性。同时，对于松砂，在排水

剪切过程中剪应力 q 不断增大，表现出硬化特性；而

对于密砂，剪应力 q 出现先增大后减小的现象，即出

现由硬化转为软化的特性。模型能够较好地预测

Toyoura 砂在排水试验中所表现出的状态相关特性。 

图 11 p0=100 kPa 时 Toyoura 砂三轴排水剪切试验模型预测 

Fig. 11 Model predictions on Toyoura sand for p0=100 kPa under  

drained triaxial compression  
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图 12 p0=500 kPa 时 Toyoura 砂三轴排水剪切试验模型预测 

Fig. 12 Model predictions on Toyoura sand for p0=500 kPa under  

drained triaxial compression  

在初始孔隙比 e0=0.735，0.833，0.907 时，不同

初始平均正应力 p0下的 Toyoura 砂不排水剪切试验结

果如图 13～15 所示。当初始孔隙比 e0 相同时，对于

p0较大的砂土，其应力路径靠近原点方向移动（dp<0），
此时根据式（18）及 e p

v v vd d +d 0    ，有塑性体变

增量 p e
v vd d 0    ，意味着砂土呈现剪缩特性；对于

p0较小的砂土，其应力路径背离原点方向移动（dp>0），
此时有 p

vd 0  ，意味着砂土呈现剪胀特性。而初始平

均正应力 p0相同时，初始孔隙比 e0越大，其应力路径

越靠近原点方向移动，砂土越容易发生剪缩；初始孔

隙比 e0越小，其应力路径越背离原点方向移动，砂土

越容易发生剪胀。整体上，模型能较好地捕捉 Toyoura
砂土在不排水剪切试验中，不同初始密实度及应力状

态下的应力路径响应及应力应变关系变化规律。 

图 13 e0=0.735 时 Toyoura 砂三轴不排水剪切试验模型预测 

Fig. 13 Model predictions on Toyoura sand for e0=0.735 under  

undrained triaxial compression  

图 14 e0=0.833 时 Toyoura 砂三轴不排水剪切试验模型预测 

Fig. 14 Model predictions on Toyoura sand for e0=0.833 under  

undrained triaxial compression  

 

图 15 e0=0.907 时 Toyoura 砂三轴不排水剪切试验模型预测 

Fig. 15 Model predictions on Toyoura sand for e0=0.907 under  

undrained triaxial compression  

6  结    论 
本文通过考虑砂土密实度与应力状态对硬化规律
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和塑性流动规律的影响，确定了砂土状态相关的塑性

变形的大小和方向；同时结合考虑了状态相关影响的

Hooke 定律来确定弹性变形，建立了考虑状态相关的

砂土非正交弹塑性本构模型。模型具有以下 4 个特点。 
（1）通过分析砂土等向压缩与临界状态规律，本

文利用微分表达式描述了 e-lnp 空间中砂土等向压缩

条件下的变形规律及临界状态的非线性规律。 
（2）基于砂土等向压缩硬化规律的描述，通过给

出一种新的状态相关的因子 ω，发展了硬化参数 H，

能够描述砂土状态相关的力学特性，捕捉砂土的剪胀/
剪缩以及硬化/软化行为。 

（3）模型采用非正交塑性流动法则，利用屈服面

的非正交梯度确定了塑性流动方向，描述了砂土的非

关联流动特性，而无需构造塑性势函数。同时引入了

状态变量 ψ 对分数阶次 μ 的影响，以变分数阶次反映

了塑性流动方向与状态相关的特性。 
（4）通过对 Toyoura 砂的排水与不排水试验结果

的模型预测，验证了模型能够较好地描述砂土状态相

关的力学特性。 
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第三届全国软土工程学术会议（三号通知）

近年来，随着我国城市化进程快速推进，重大基础设施

建设与日俱新，特别是长三角、珠三角等东南沿海地区，作为

我国经济发展的重要区域，已经形成了大规模城市群，基础设

施建设需求日趋增长。由于沿海地区广泛分布的软土地层具有

力学特性复杂、承载力低、变形大等特点，在软土地区进行路

堤、基坑、隧道和基础工程等构筑物的建设和运营面临着前所

未有的机遇和挑战。 

为加强全国各地的软土工程科技工作者之间的学术交

流，促进软土工程学科的最新研究进展、研究成果以及发展趋

势的总结和展示，由中国土木工程学会土力学及岩土工程分会

主办，东南大学、江苏省岩土力学与工程学会承办的第三届全

国软土工程学术会议将于 2023 年 3月 24 日-26 日在江苏南京

召开。此次会议将为深化软土地区重大基础设施建造与运营领

域的创新理论及应用技术研究，为我国城市化进程和可持续发

展提供重要支撑。全国各地软土工程专家学者将欢聚一堂，以

“软土工程智能建造”为主题，针对重大软土工程问题、软土

工程新理论、新技术以及学科发展进行研讨。 

会议将为学者和同行面对面深入广泛的学术交流研讨

提供机会，通过大会特邀报告、主题报告、分组报告、研究生

专场报告等形式，共同探讨土力学与软土工程学科的发展趋

势，展现最新研究进展和成果。大家共享新思想，激发新思维，

拓宽新视野，进一步推动我国在软土工程的理论和工程实践等

方面的进程，促进我国软土工程领域的可持续发展。 

诚邀土力学与软土工程领域的专家、学者和工程技术人

员，一起携手，共襄盛会！ 

主办单位：中国土木工程学会土力学及岩土工程分会 

承办单位：东南大学；江苏省岩土力学与工程学会 

会议时间：2023 年 3 月 24～26 日（24 日报到） 

会议地点：南京金鹰尚美酒店。 

会议主题：①软土的基本特性与本构模型；②软土工程勘

察、测试与智能评价；③软土地基处理创新与智能化施工；④

软土基础工程；⑤软土地下工程；⑥软土动力学与地震工程；

⑦软土工程数值仿真与信息化技术；⑧绿色软土工程；⑨软土

地区重大工程实践；⑩软土工程的其他问题。 

会议秘书处及联系方式：秘书长：章定文 13813065390，

秘书处：何欢 16620816392，李宏 13951812136，李梦迪

18910541910，姜彤 13810553598，联系地址：南京市江宁区东

南大学路 2 号东南大学交通学院，邮编：211189，邮箱：

softsoilseu@163.com。

（会议组委会） 


