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摘  要：从微观力学角度出发，基于真应力张量推导了散体中平均接触力与平均接触位移的计算公式，并通过宏–微

观能量守恒得到了考虑散体各向异性组构及其演化的应力–剪胀关系；详细分析了剪胀参数的物理意义及对剪胀性的

影响，并与经典的剑桥流动法则、Rowe 剪胀方程以及室内试验结果进行了比较分析。研究结果表明，提出的应力–剪

胀关系宏微观物理意义明确，考虑了材料密实状态和微观各向异性组构及其演化对应力–剪胀关系的影响，可以很好

地模拟散粒体的初始剪胀（缩）行为，并可反映峰值应力比滞后于最大剪胀比的现象。同时提出的应力–剪胀方程还

可以描述材料在相变点处应力比不等于临界应力比的现象，与已有室内试验结果一致，能够较好地预测散体材料三轴

条件下的各向异性应力–剪胀关系。 
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Micromechanics-based stress-dilatancy relationship for granular materials 
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Abstract: From the perspective of micromechanics, the formulas for the average contact force and contact displacement in the 

granular are derived based on the true stress tensor, then the stress-shear dilatancy relationship considering the fabric anisotropy 

and its evolution is obtained through the macro-micro energy conservation. In addition, the physical meaning of dilatancy 

parameters and their influence on dilatancy are analyzed. Finally, the proposed formulation is compared with the classical 

Cambridge flow law, Rowe dilatancy equation and test results to calibrate its reasonableness and applicability. The proposed 

stress-dilatancy relationship with clear physical meaning can describe the initial dilatancy (contraction) behavior for granular 

materials, considering the anisotropic evolution of fabric and the influence of the density on the dilatancy. Moreover, the 

proposed stress-dilatancy equation can reflect that the stress ratio at the phase transition point is less than the critical stress ratio 

and the peak stress ratio emerges behind the maximum dilatancy ratio. It is in good agreement with the test results and can 

better predict the anisotropic stress-dilatancy relationship of granular materials. 
Key words: stress-dilatancy relationship; micromechanics; fabric evolution; energy conservation 

0  引    言 
散体材料的剪胀是其在受剪过程中体积发生变化

的现象，是散体颗粒间相互运动与约束的宏观表现，

是颗粒间三维孔隙相互优化调整的结果，也是在研究

散体材料强度与变形中所必须解决的关键性课题。 
Schofield 等[1]根据三轴压缩试验结果，基于能量

平衡方程得到了黏土的应力–剪胀方程，即剑桥剪胀

方程；之后 Nova 等[2]、Lagioia 等[3]通过引入材料参

数对剑桥剪胀方程进行了修正，使得其具有更强的适

用性。 

Rowe[4]进行了颗粒体的三轴压缩实验，从理论上

推导了材料颗粒在最密排列、面心排列以及菱形排列

等不同排列方式下的流动法则，认为外界对材料做功

与材料对外界做功之比应满足最小能量比，最终提出

了著名的 Rowe 剪胀法则；Guo 等[5]则在 Rowe 剪胀法

则的基础上，通过引入一个能量张量，采用能量张量

的不变量将 Rowe 剪胀法则扩展到了三维状态。 
上述剪胀方程只与材料的应力状态有关，没有考
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虑材料本身的状态。对于散体材料而言，剪胀受到密

实度的影响，因此有学者在传统剪胀理论中引入孔隙

比来提高模型精度[6]。Wan 等[7]将状态孔隙指数引入

Rowe剪胀方程建立了基于当前状态的砂土本构模型；

Li 等[8-9]考虑密实度对剪胀的影响，根据剑桥剪胀方程

结合状态参数提出了新的砂土剪胀方程。Manzari 等[10]，

Gajo 等[11]的本构模型中所采用的剪胀方程也是通过

在剪胀方程中引入能够反映密实度的状态参数来实现

考虑密实度的影响。 
在散体材料中，材料颗粒限制了相邻颗粒的运动

方向，因此散体材料的接触方向分布决定了颗粒运动

方向分布。组构不仅对试样强度有影响，同时也控制

着试样变形，这一性质在密砂中体现更为明显：密砂

试样孔隙比较低，咬合作用更加明显，接触法向上颗

粒难以发生相对位移，故颗粒主要沿接触面切向发生

相对滑动，这是密砂发生体胀的根本原因。如 Wang
等[12]通过离散元研究表明剪胀性受组构各向异性及

其演化的影响很大。为研究土体变形的微观机理，建

立考虑试样组构发展的流动法则是十分重要的。 
Tobita[13]基于双剪切面理论，研究了应力主轴旋

转条件下的试样体胀；Zhao 等[14]考虑孔隙比等因素影

响，提出了能够考虑组构发展的剪胀方程；此外，Yin
等[15]、Liu 等[16]基于微观力学思想从颗粒相对运动的

角度考虑材料的剪胀行为。Xiao 等[17]系统地研究了颗

粒形状对材料剪胀的影响；Liang 等[18]、Tsegaye 等[19]

考虑非共轴的影响建立了更为一般的应力–剪胀关

系；杨骏堂等[20]则基于大数据深度挖掘算法构建了可

考虑应变及其增量的剪胀模型。 
本文从颗粒运动角度出发，基于微观力学理论以

及能量守恒的思想，认为外界对试样所做的功在试样

颗粒相对位移中完全消耗，即试样所有接触力的总功

与外力总功相等，建立了一个考虑组构发展的流动法

则，并将其与室内试验结果进行了对比分析。 

1  平均接触力与平均相对位移 
在外界对散体材料做功的同时，材料内部接触发

生破坏，颗粒发生相对位移，接触数发生变化，从而

产生能量消散。对试样整体而言，根据能量守恒可知

试样内部所有接触消散的能量之和应与外界对试样做

功相等。由于试样接触多而杂，因此在计算能量耗散

中采用颗粒平均接触力、平均相对位移等效替代。 
1.1  平均接触力计算 

（1）法向平均接触力 
根据 Liao 等[21]的静力假设可得试样接触力为 

11 
    
 
i ij jn n ij j n nf A l l l l

V
    ，      (1) 

式中， ij 为应力， il 为枝矢量，V为代表单元体体积。 

 
图 1 全局和局部坐标系统 

Fig. 1 Global and local coordinate system 

根据真应力张量定义[22]
11

ij ik k jT l l
V




   
 
 ，其

在枝向量上的投影为该方向接触力，因此真应力张量 
反映了宏-微观力学量之间的联系，在散体介质力学研

究中具有重要意义。Cauchy 应力张量可表示为真应力

张量和组构张量的乘积，两者分别体现了颗粒摩擦及

微观结构对散体力学性质的影响。 
根据上述定义，接触力可表示为 

i ij jf T l   ，                    (2) 

因此试样中法向接触力为 
n 2i i ij i jf f n rT n n    ，           (3) 

式中， in 为接触法向分量（见图 1）， r 为颗粒平均

半径。 
则散体材料中试样平均法向接触力 nf 可记为 

c
n n

1

1 N

c
f f

N 

    ，                 (4) 

式中，N为代表单元体内的接触数。 
上式用积分形式可表示为 

c
n n

1 ( , )d  f f p
N 

    ，            (5) 

式中， ( , )p   为接触分布函数，一般可用二阶球谐级

数表示，用笛卡尔坐标系下的张量形式可表示为 

( )
4π ij i j
Np n D n n


   ，               (6) 

式中， ijD 为接触分布张量。 

将式（6）代入式（5）可得 

n 2π ij kl ijkl
rf T D M   ，             (7) 

式中， ijklM 的计算可见附录。 

将式（7）代入附录式 A（2）可化简为 

T
n

T

( )6 1
5 9

ij ij jiT D Drpf
p
 

  
 

  ，     (8) 

式中， Tp 为平均真应力。 
（2）切向平均接触力 
每个接触上的切向接触力为 
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c c c c c c c c c c c
s n n 2i i ij il j l ij kl i j k lf f f f f r T T n n T T n n n n      。

(9) 
定义切向平均接触力为 

c 2
s s( ) ( )df f p n



 
   。     (10) 

则有 
2

2
s ( )

π ij il mn jlmn ij kl mn ijklmn
rf T T D M T T D M  ，(11) 

式中， ijklmnM 的计算可见附录。 
将附录式 A（2）代入式（11）后可得 

2
2

s
4 ( 2 )
15 il il mm ij il jl
rf T T D T T D  

 
24 ( 4 2 8 )

105 ii kk mm ii kl kl kl lk mm ij jl il
r T T D T T D T T D T T D   。(12) 

由于
3

kk mm
ij ij ij ij

T TT T T T   ，其中 ijT 为偏真应力张

量，则式（12）可改写为 
2

2
s

(4 6 )( )4 1
5 21

ii kl ij jk kl klkl kl

kl kl

T T T T Dr T Tf
T T

    
    

，(13) 

式中， kl 为克罗内克尔算子。 
综上，三维条件下散体的法向平均接触力、切向

平均接触力分别为 

T
n

T

2

s

( )6 1  
5 9

(4 6 )( )4 1  
5 21

ij ij ji

ii kl ij jk kl klkl kl

kl kl

T D Drpf
p

T T T T Dr T Tf
T T



 
   

  


     
      

，

。

(14) 

1.2  平均位移计算 

在散体材料中，由于位移场存在不均匀性，颗粒

的平动与转动都将导致相邻颗粒发生相对位移。考虑

相邻颗粒的相对运动，假设 1u 与 1 分别为颗粒 1 圆心

的位移与转动角，则颗粒 2 的位移与转角分别为 
2 1

2 1 1

2   

2 2   

i
i i j

j

i
i i j i ij j

j

u
u u r n

x

r n r K n
x


  

     


      
 

，

，
(15) 

式中， ijK 为颗粒转动梯度。 

设  1u ，  2u 分别为两颗粒接触点处的位移，则： 
   1 21 1 2 2
i i ij j i i ij ju u r n u u r n     ，  ， (16) 

式中， ij 为转动张量，  ij ijk ke  。 
则接触处的相对位移为 

   2 1 2 1 2 1( )c
i i i i i j ij iju u u u u rn         。(17) 

将式（15）代入式（17）可得 

12c i
i ij ilj lk k j

j

u
u r re K n n

x


 
      

  。 (18) 

由于颗粒转动不引起法向位移，故接触法向相对

位移仅与颗粒平动相关，即 

n

n n

2 2  

2  

c i
i i i j ij i j

j

k k ij i j k

u
u u n r n n r n n

x

u u n r n n n





       
    

，

，

 (19) 

式中， i j 为应变张量。 
（1）法向平均相对位移 
散体材料中，法向平均相对位移可通过下式计算： 

s

n n
1

1 N
c c

c
u u

N 

                 (20) 

式中， sN 为发生滑动的接触数。 
其积分形式可写为 

s
n n s ( )dc cNu u p n

N 

  


  ，   (21) 

式中， s ( )p n 为发生滑动的接触分布密度函数，为某

方向上滑动的接触占所有滑动接触之比，可表示为 

s
1( )
4π ij i jp n n n


  。           (22) 

式中， ij 为滑动接触分布张量。 
将式（22）代入式（21）可得法向平均相对位移： 

s
n 2π
c

ij kl ijkl
Nru M
N
     。     (23) 

与式（7）类似，故上式可化简为 

s
n

( )2
1

5 3
ij ij jic ii

ii

r N
u

N
  


      

  
 。 (24) 

（2）切向平均相对位移 
接触切向平均相对位移可定义如下： 

2s
s s s( ) ( )dcN
u u p n

N




 


  。    (25) 

因此有 
2

2 s
s n n s( ) ( ) ( )dc c c c

i i
Nu u u u u p n
N 

   
  

  

2
s

s n n s( )d ( )dc c c c
i i

N u u p n u u p n
N  

 
     

   
 

 
，(26) 

式中， 
2

2 2
s sd 4 d  i

i j ij j ilj lk k j
j

uu p r n n re K n n p
x 

  
 

     
  。

 
(27) 

由于 1 2 d 0i i imn n n


   （m 为奇数），式（27）

可化为 
2

s ( )d 4 (i i ij j mn n ij j mn nu u p n r n n n n
 

       


 
2

s2 ) ( )d  ijk mno kl op l j p n ij j mn nr e e K K n n n n n n p n  


。(28) 
将式（28）代入式（26）可得 
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22 2
s (

π ij kl mn jlmn ijk mno kl op rs ljpnrs
ru M r e e K K M       

2 )ij kl mn jlmn ij kl mn ijklmn ij kl mn jlmnM M M           。(29) 
从上式可以看出，由于考虑了颗粒转动，切向位

移计算式比较复杂，括号中可分为如下 3 个部分： 
a） ij il mn jlmn ij kl mn ijklmnM M       

这部分仅存在应变张量，反映了颗粒平动对颗粒

接触切向位移的影响。 
b） 2ij il mn jlmn ij il mn jlmnM M       

这部分同时存在应变张量与颗粒转动张量，反映

了均匀的颗粒转动场与颗粒平动对接触切向位移的共

同影响。 
c） 2

ijk ino kl op rs ljpnrsr e e M   

这部分仅存在颗粒转动梯度张量，反映了颗粒转

动场的不均匀性对接触切向位移的影响。 
将附录式 A（2）代入式（29）化简后可得 

2
2 2s

s

' '

2

' '

4
5

(6 4 )( )1
21

(6 4 )( )
1

21

ij ij

ik il ii kl kl kl

ij ij

ij ij ik il ii kl kl kl

ij ij ij ij

N
u r

N

r

 

     
 

       
   

      
 

        
 
    

   
 

 2 46
3 3  

ij ij ij il jl ij ij ij il jl

ij ij

       

 

             
  

。 (30) 

若不考虑颗粒旋转，则切向位移可进一步改写为 
2

2 2s
s

4
5 ij ij
Nu r
N

       
 

 (6 4 )( )
1

21
ik il ii kl kl kl

ij ij

     
 

   
       

  。 (31) 

2  宏微观能量守恒与应力–剪胀关系 
2.1  宏微观能量守恒 

定义“广义偏真应力 Tq ”： 

T 2
3 3
2 ij ij Tq T T J     ，       (32) 

式中， 2TJ 为真应力张量第二偏不变量。 
将式（32）代入式（14）的第二式可得 

2

s

(4 6 )( )8 3 1
15 2 21

ii kl ij jk kl kl
kl kl

kl kl

T T T T Drf T T
T T

  
     

 

2

T

(4 6 )( )8 1
15 21

ii kl ij jk kl kl

kl kl

T T T T Drq
T T

  
    

 。 (33) 

类似地，定义广义偏应变为 

2
3 3
2 ij ij J        。          (34) 

将式（34）代入式（31），可得平均切向位移为 
2

2s
s

(6 4 )( )8 1
15 21

ik il ii kl kl kl

ij ij

N
u r

N
     


 

                 
。

 
(35) 

对于散体材料，外部能量输入可由下式进行计算： 
m md d ( )(d d )ij ij ij ij ij ijW s            

vd d d cos ,dij ij ij ij ij ijp s s s        ，(36) 

式中，p为平均应力， ijs 为偏应力张量， m 为平均应

变， v 为体应变。 

若偏应力 ijs 、偏应变增量 d ij 共轴，则上式可化

为 

v v
2d d d d d d  
3ij ij ij ijW p s s p q         。(37) 

假定散粒体通过颗粒相对运动消散的能量为 

s s Td df u Aq      ，            (38) 

式中，

2
s (4 6 )( )8 1

15 21
ii kl ij jk kl kl

kl kl

T T T T DNrA
N T T

           

 

(4 6 )( )1
21

ii kl ik il kl kl

ij ij

     
 

     
  。  (39) 

同时假定单位时间内外界对试样做功通过颗粒间

摩擦和接触的生成（消失）完全消散，则有 

v T v
2d d d
3

Np q Aq N w
V

      
 

  ，  (40) 

式中， vN 为单位体积内接触数的变化率，w为单个接

触处的平均能量。 
2.2  应力–剪胀关系的一般表达式 

由能量守恒式（40）很容易得应力–剪胀关系如

下： 

v vTd 2
d 3 d

N wqN qD A
V p p p


 

   


  。  (41) 

将式（39）代入式（41）可得 
2

v s vT
T

d 8 2
d 15 3 d

N N wqN r qD N N
V N p p p


 

     
 




 

vT 2
3 d

N wq qC
p p p 

  


  ，             (42) 

式中，
28

15
S

T
NrC N N
V   ， T 1 [(4 6 )ii kl ij jkN T T T T     

( )]/21kl kl kl klD T T   ， 1 [(4 6 ) (ii kl ik il klN              
 )]/kl 21 ij ij    。 

2.3  应力–剪胀关系的简化表达 

上述应力–剪胀关系的一般表达式中， s /N V 能
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够反映孔隙比对剪胀的影响， TN 表示当前应力及组

构对剪胀的影响， N 反映了塑性应变及组构对剪胀

的影响，因此本文提出的应力–剪胀方程能够综合考

虑密实度、组构各向异性、应力比、塑性应变、接触

变化等因素对材料剪胀的影响。式中 C 和 vN 的确定

非常关键，但较复杂，为了方便应用，下面根据其物

理意义给出一个简化的应力–剪胀关系。 
（1）在加载过程中，接触数的变化率 vN 与剪应

变增量 d 的变化有关， d 的增大意味着试样剪应变

速率加快，应变发生较大，颗粒间的相对位移增大，

从而导致接触的生成或消失的可能性增大，因此接触

数的变化率 vN 变大；同时平均应力 p 与接触能量相

关，p 越大，颗粒越不容易发生滑动，接触处的能量

越大，因此 w越大；因此可知 vN w 与 dp  呈正相关关

系，由于在加载过程中 d ， N 的变化不易确定，本

文假定 vN w 与 dp  的比值 0D 在加载过程中保持不

变，其物理是等平均应力剪切中单位剪应变增量所消

耗的接触能量不变，即 

v
0 d

N w
D

p 



  。               (43) 

（2）临界状态下，试样塑性体应变不再增加，剪

胀比 D为 0，因此代入式（42）有 

cr 0
T Tcr cr

2
3

q pC D
q q

   
    

   
  。  (44) 

（3）函数 C中包含滑动接触数 sN 和试样体积 V，
滑动接触数 sN 与试样密实度和配位数相关，研究表明

试样配位数与孔隙比 e有关[23]，因此可认为 C为临界

应力、临界组构以及孔隙比的函数，并假设其关系为 

cr
cr

eC C
e


 

  
 

  ，             (45) 

式中， 是材料常数。 
将式（43），（44）和式（45）代入式（42）有 

T T
0

T c c Tcr cr

2 e 1
3 e

q qq q e pD D
q p p e q p

          
            
            

。

(46) 
需要指出的是，式（46）中 Tq 与组构张量 ijF 相关，

因此本文提出的剪胀方程考虑了组构演化对应力–剪

胀关系的影响。 
2.4  应力–组构演化关系 

上述应力–剪胀关系的一般表达式中包含了偏真

应力 Tq ，因此需要确定加载过程中的组构发展规律。

Oda 等[24-25]的室内试验结果显示组构的发展主要受应

力控制，当初始组构与应力共轴时，加载过程中组构

张量旋转很小；当二者非共轴时，组构主轴向应力主

轴方向旋转，直至与其共轴。因此可以假设组构增量

与应力增量共轴[26]，同时，由于颗粒相对运动产生的

组构演化与材料的密实度相关，孔隙比越小，颗粒间

咬合作用越明显，越不容易发生相对运动，组构变化

较小；因此本文采用如下的组构–应力演化关系： 

cr
ij ij

eF
e



 
 

  
 

    ，             (47) 

式中，e为孔隙比， cre 为临界孔隙比， 和  为材料

参数，其中 反映密实度的影响程度， 反映材料摩 

擦性质的影响程度； ij 为偏应力比张量，
ij

ij

s
p

  。 

积分上式可得 

0
cr

1 |ij
ij ij

eF F
e p

 


   
     

  
  ，   (48) 

式中， 0|ijF 为初始组构。 
2.5   对剪胀的影响 

参数 表征的是密实状态对材料剪胀性的影响

程度。图 2 为不同 条件下由剪胀方程式（46）得到

的应力比–剪胀比关系图。 

图 2  对试样应力比–剪胀比的影响 

Fig. 2 Effect of  on stress-dilatancy relationship 

从图 2 中可以看出，随着 的增大，密砂的剪胀

性越强，而松砂的剪缩性越强，意味着散体材料剪胀

（剪缩）性对孔隙比的变化越敏感； 的变化不会影

响材料的临界应力比，但 的增大会导致密实材料峰

值强度有所减小；即对于同一材料而言，材料的剪胀

一定程度上削弱了其强度的发挥。同时从图 2 中可以

看出，峰值应力比要稍微滞后于最大剪胀比，这与一

般试验结果相符。 
2.6  初始剪胀参数 D0 

（1）D0确定方法 
从式（46）中可以看出，D0与试样各向异性组构

共同决定了试样在加载初期的剪胀（剪缩）行为，D0

的具体确定方法如下： 
a）确定试样组构及其发展规律； 
b）绘制应力比–剪胀比曲线，确定初始剪胀比
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Dini；Dini为试样应力比–剪胀比曲线与横轴交点的值。

如图 3 所示，Dini=0.4； 

c）计算 Tq
q
，

c

e
e


 
 
 

以及临界状态下的
T cr

p
q

 
 
 

； 

d）初始时 q=0，将上述值代入式（46）中可确定

D0。 
特别地，当试样为初始各向同性时， T 0q  ，则

D0=Dini，因此，D0可称为各向同性初始剪胀比。 

 

图 3 应力比–剪胀比关系示意图 

Fig. 3 Variation of dilatancy with stress ratio 

（2）D0对剪胀的影响 
应力–剪胀关系式（46）中，D0值的大小反映了

试样的初始剪胀（缩）行为。图 4 为初始各向同性松

散与密实试样的 D0对应力比–剪胀比关系的影响。 

 

图 4 D0对试样应力比–剪胀关系的影响 

Fig. 4 Effect of D0 on stress-dilatancy relationship 

从图 4 中可以看出，对于初始各向同性试样，D0

即为试样应力比–剪胀比图像与横轴的交点坐标，为

初始剪胀比。当 D0发生变化时，试样的初始剪胀性也

随即改变：D0=0 时，即不考虑接触数变化对材料剪胀

性的影响，此时无论松散或密实试样，其初始剪胀比

均为 0，这与实际不符，因此考虑接触数变化对剪胀

的影响很有必要。 
当 D0>0 时，不管是密实试样还是松散试验，初

始剪切阶段均发生剪缩，随后密实试样剪胀比逐渐降

低至相变点（D=0）并发生剪胀，直到临界状态；而

松散试样持续剪缩至临界状态；这与常见的试验结果

相吻合。此外，一些室内试验结果[27]显示散体材料在

初始剪切时会出现剪胀行为，本文提出的流动法则也

可以模拟这一情况，即 D0<0。 
无论 D0如何变化，随着加载进行，松散和密实试

样都趋近于同样的临界应力比；然而，较大的峰值剪

胀比获得了较小的峰值强度，这与上文分析一致。 

3  与经典流动法则的比较 
本节将提出的应力–剪胀关系简化表达式（46）

与经典的剑桥流动法则、Rowe 剪胀方程进行比较。

为了比较方便，将式（46）改写为如下形式： 

T
1 2 0

2 3
3 2

qD B B D
p


  

    
  

  ，    (49) 

式中， 1
T ccr

q eB
q e


  

   
   

， T
2

c T cr

1 qe pB
e q p


     

       
   

。 

剑桥流动方程和三轴压缩下的 Rowe 剪胀方程如

式（50），（51）所示： 
1 ( )D M 


    ，            (50) 

9( )
9 3 2

MD
M M







 
  ，         (51) 

式中，M为临界应力比，
q
p

  为应力比。 

可以看出，本文提出的应力–剪胀方程与剑桥流

动方程形式一致。不同的是，剑桥流动法则中，在加 

载初始，试样应力比为 0，初始剪胀比为
M


，因此剑 

桥流动法只能模拟初始剪缩行为，而本文的流动法则

可模拟材料的初始剪胀性。在临界状态下，式（49） 

中的 T
1 2 0

3
2

q
B B D
p
 退化为M，与剑桥流动法则一致，

且满足剪胀比为 0 的条件。 

 

图 5 不同流动法则下应力比–剪胀比关系对比图 

Fig. 5 Comparison of different stress-dilatancy relationships 
对于三轴压缩条件下的 Rowe 剪胀方程，初始剪

胀比为 ini
9

9 3
MD
M




，只与临界状态应力比有关，不 
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能考虑孔隙比，组构各向异性等因素的影响；而本文

的流动法则考虑了临界摩擦角、孔隙比、组构演化等

因素的影响，可反映摩擦角相同而初始剪胀比不同的

材料特性，可以预测更为复杂的应力–剪胀关系。 
图 5 为由上述 3 种流动法则计算得到的应力比–

剪胀比关系对比图。图中试样临界摩擦角为 31°，D0

取 0.7， 为 1.78。 
从图 5 中可以看出，在该参数条件下，Rowe 剪

胀方程初始剪胀比 Dini=0.880；而剑桥流动法则与本文

应力–剪胀关系得到的初始剪胀比相同，且小于Rowe
剪胀方程的结果。对于密实试样而言，随着加载的进

行，三者剪胀比都逐渐减小，当剪胀比为 0 时，剑桥

流动法则与 Rowe 剪胀方程相交应力比等于临界应力

比，而本文应力比略小于临界应力比，这与试验及模

拟结果一致[12, 28]；此后三者都由剪缩转为剪胀，Rowe
剪胀方程的剪胀最大，本文次之，剑桥流动法则得到

的剪胀最小；在达到峰值应力比之后都向临界状态发

展；到达临界状态时，三者的临界应力比相同；对于

松散试样，随着加载的进行，三者得到的剪胀比都逐

渐减小，试样持续剪缩，本文结果与剑桥流动法则基

本一致，Rowe 剪胀方程剪缩较大，但最后都达到与

密实试样同样的临界状态。 
此外，剑桥流动法则与 Rowe 剪胀方程在达到峰

值强度之后均沿原路线趋向临界状态，且松散和密实

试样为同一条曲线，剪胀比只与应力比有关，而本文

的流动法则则不按原路线减小，且松散和密实试样为

两条曲线，能够反映剪胀比受孔隙比、组构各向异性

等的影响，与实际较符。 

4  与室内试验结果的对比 
为验证本文应力–剪胀方程的合理性与适用性，

本节将得到的应力–剪胀关系对室内试验结果进行预

测。 
4.1  Ottawa 砂 

Regier[29]在 1997 年进行了一系列不同围压下的

初始孔隙比不同的 Ottawa 砂三轴试验。试样制备采用

湿捣法，达到预定孔隙比后对试样进行饱和，接着固

结剪切。采用本文的应力–剪胀方程对 200，800 kPa
固结围压下的松砂（ 0e =0.69）、中密砂（ 0e =0.64）及

密砂（200 kPa 时， 0e =0.54；800 kPa 时， 0e =0.59）
的试验结果进行预测。Ottawa 砂颗粒表面较圆润，形

状相对规则，一般认为其在各向同性固结下为初始各

向同性，图 6 为 Ottawa 砂试验结果与预测结果对比图

（剪胀参数 0 0.6D  ， 10  ， 0.2  ）。 
由图 6 中可以看出，随着孔隙比的增加，试样的

剪胀性降低；随着围压的增大，试验的剪胀性也降低。

本文应力–剪胀关系能够很好地反映 Ottawa 砂在三

轴压缩试验下峰值剪胀比及应力比随试样初始密实度

降低而降低的现象。 
从图 6 中还可以看出，800 kPa 围压下的松砂试样

峰值应力比、剪胀比预测偏低，主要是因为在较高围

压作用下，部分砂土颗粒发生破碎，破碎形成的细颗

粒填充孔隙，材料密实度增大，同时新的接触和咬合

产生，从而使得材料的强度增大，剪胀性也相应增强，

但本文建立的应力–剪胀方程未考虑这一因素的影

响。其他围压条件下峰值状态与临界状态的预测值与

室内试验吻合较好。 

图 6 Ottawa 砂应力–剪胀关系的试验结果与预测结果对比图 

Fig. 6 Comparison of predicted and test results for Ottawa sand 
4.2  Toyoura 砂 

Pradhan 等[30]在 1989 年进行了一系列 Toyoura 砂

的循环加载试验，并分析了循环荷载下试样的应力比–

剪胀比关系。试验采用砂雨法，Toyoura 砂颗粒呈角

状，由于颗粒的定向排列，砂雨法制样会使其呈现稍

弱的横观各向同性；为避免多次加载对试样初始各向

异性及应力比–剪胀比关系造成的影响，本文将其在

第一次加载中的应力比–剪胀比关系与得到的应力–

剪胀方程进行对比，结果如图 7 所示。（组构分量

1 0.36F  ， 3 2 0.32F F  ，剪胀参数 0 0.45D  ， 2  ，
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0.2  。） 
从图 7 中可以看出，由于围压相对较小，试样均

先发生剪缩，然后表现出明显的剪胀性。随着试样初

始孔隙比的增加，试样峰值应力比及剪胀性均有所降

低。本文应力–剪胀关系能很好预测 Toyoura 砂的应

力比–剪胀比发展趋势。 

图 7 Toyoura 砂应力–剪胀关系的试验与预测结果对比图 

Fig. 7 Comparison of predicted and test results for Toyoura sand 

5  结    论 
从微观力学角度出发，基于真应力张量推导了散体

中平均接触力与平均接触位移的计算公式；并在宏–

微观能量守恒的基础上，建立了一个简化的散粒体应

力–剪胀关系，研究得到的主要结论如下： 
（1）本文建立的应力–剪胀方程，宏微观物理意

义明确，同时考虑了材料密实状态和微观组构发展对

应力–剪胀关系的影响。 
（2）在应力–剪胀方程中，参数 反映的是密

实状态对组构演化以及剪胀（缩）特性的影响。 越

大，密砂的剪胀性越强，松砂的剪缩性越强，但 的

变化不影响材料的临界状态强度；参数  反映了组构

发展快慢及对应力–剪胀发展的影响，而材料的初始

剪胀比受参数 D0 的影响，D0 与散体中接触数的变化

率有关。 
（3）本文的应力–剪胀方程可以较好地模拟材料

的初始剪缩（胀）行为，并可反映峰值应力比滞后于

最大剪胀比的现象。同时提出的应力–剪胀方程还可

以描述材料在相变点处应力比不等于临界应力比的特

性，可较好地预测散体材料的应力–剪胀关系。 
需要指出的是，本文在应力–剪胀关系的分析中，

假定由接触变化引起的能量耗散随剪应变均匀变化，

鉴于剪切过程中颗粒接触生成/分离变化的复杂性，这

个问题尚待进一步深入研究。此外，文中对有代表性

的砂土三轴试验结果进行了验证分析，进一步的工作

将开展其它应力路径下的砂土剪切试验，并与提出的

应力–剪胀关系进行比较分析。 
 
附录： 

为简化计算，在文中定义了 3 个方向张量， 
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4 π
3ij ijM    ，                A(2.1) 

4π ( )
15ijkl ij kl ik jl il jkM          ， A(2.2) 

4π ( +
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式中， ij 为克罗内克尔算子。 
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