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摘  要：针对实际工程中很多竖井地基呈现层状，且在固结过程中渗透系数和压缩模量呈非线性变化等特性，基于对

数模型（e–lgσ'和 e–lgk）的非线性压缩渗透本构关系，建立了能同时考虑竖向和径向排水的非线性固结模型，并采用

谱方法得到了层状竖井地基的非线性固结计算模型。通过退化研究与已有的非线性固结解析解和室内试验进行对比计算

分析，结果显示本模型计算值与解析解和实测值的平均相对误差分别低于 0.7%和 2.0%，验证了本模型的合理性。最后对

某一实际工程案例进行了应用计算分析，结果显示不同深度处的沉降和孔压计算值与实测数据吻合程度较好，能够反映

在固结过程中不同土层中沉降和孔压的发展变化过程，进一步说明了本模型在层状竖井地基固结计算的可行性和工程

适用性。 
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Nonlinear consolidation model for stratified soils with vertical drains                     
based on spectral method 
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Abstract: Many soft soil foundations with vertical drains are stratified, and the permeability and compressibility of soils change 

nonlinearly during the consolidation process. A nonlinear consolidation model that can consider both vertical and radial 

drainage is proposed based on the void-ratio dependent compressibility and permeability (e-lgσ' and e-lgk), and a nonlinear 

consolidation model for the stratified soils with vertical drains is obtained based on the spectral method. The validation of the 

solution is verified by the degradation study and the comparative analysis with the existing nonlinear consolidation analytical 

solutions and laboratory tests. The results show that the average relative error between the calculated value and the analytical 

solution and the measured value is lower than 0.7% and 2.0%, respectively. A field case is also studied and analyzed. The 

results show that the calculated values of settlement and pore pressure at different depths are in good agreement with the 

measured data, which can predict the development of settlement and the dissipation of pore pressure in different soil layers 

during the consolidation process. The case study further illustrates the feasibility and applicability of the proposed model in the 

consolidation calculation of stratified soils with vertical drains. 
Key words: stratified soil; vertical drain; nonlinear consolidation; spectral method

0  引    言 
排水固结法是一种常见的软土地基处理方式，其

通过设置竖向排水通道（塑料排水板、袋装砂井、普

通砂井、碎石桩、透水软管等）缩短排水通道，具有

经济合理、高效率而且施工方便等优点，因此在交通

工程、港口工程及码头堤防工程中得到了广泛应用[1]。 

在竖井地基的固结问题方面，已有许多学者开展

了相关理论和试验研究。Barron[2]最早提出了分别基
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于等应变假设和自由应变假设的理想竖井地基径向固

结解析解。Yoshikuni 等[3]在 Barron 固结解的基础上进

行了扩展，给出了能考虑井阻效应的的固结解析解。

Hansbo[4]在 Barron 固结理论的基础上，同时考虑涂抹

效应和井阻效应的影响，给出了基于等应变假设的径

向固结解。基于 Barron 等提出的径向固结理论，竖

井固结理论不断完善，例如能够考虑不同模式的涂

抹效应（沿径向水平渗透系数呈分段、线性、分段线

性、抛物线等模式变化），不同形式的加载方式（瞬间

加载，分段线性加载），井阻非线性（随空间和时间变

化）等[5–13]。 
研究表明，对数形式的非线性压缩渗透模型（e– 

lgσ'和 e–lgk）能普遍适用于常见软黏土。基于此，

Lekha 等[14]得到了一种可考虑逐级加载下竖井地基径

向固结的简化解。Indraratna 等[8]在考虑竖井地基的涂

抹效应的同时，通过将非线性径向固结微分方程进行

线性简化，求得了竖井地基非线性径向固结的解析解。

卢萌盟等[15]推导得出碎石桩复合地基的非线性径向

固结简化解。郭霄等[16]推导得到了直排式真空预压法

下竖井地基径向固结的通用解。Walker 等[17]得到了基

于非达西流的非线性径向固结解析解。Lu 等[18]得到了

任意加载条件下竖井地基非线性径向固结的通解。田

乙等[19]基于椭圆柱效应建立了非线性径向固结理论。

江文豪等[20]得到了考虑井阻随时间变化的竖井非线

性径向固结解。此外有很多学者关于非线性径向固结

问题展开研究[21–25]，以上非线性固结模型由于只能考

虑径向排水的非线性特性，当需要考虑竖向固结排水

时（例如竖井或排水板打设不深），需要采用 Carrillo
定理，且不能考虑竖向渗流的非线性。Tang 等[6]研究

了 Carrillo 定理的可行性，结果表明该定理在变荷载

作用下是不成立的。Zhang 等 [26]研究表明当使用

Carrillo 定理时，由于计算竖向固结度和径向固结度时

荷载是分别作用于竖向排水和径向排水，与荷载同时

作用于竖向和径向排水固结事实相悖，因而使用

Carrillo 定理会高估固结速率。因此，为了能够更真实

准确地计算竖井地基的固结，固结计算模型的建立需

要同时考虑竖向和径向排水。 
Lu 等[27]建立了考虑井阻效应并同时考虑竖向和

径向排水的非线性固结模型。Liu 等[28]建立了真空荷

载随时间和空间变化的非线性固结模型。Wang 等[29]

和黄鹏华等[30]得到了考虑电渗和真空联合作用的非

线性固结模型。诸多研究关于能同时考虑竖向和径向

排水的非线性固结模型，以上非线性固结模型虽然能

同时考虑竖向和径向排水的作用，并能结合实际的工

程特性，但是都是基于单层土这一假设建立的计算模

型，不能应用于层状竖井地基的固结计算。 
由于沉积历史和应力条件不同，在实际工程中，

很多软土地基并不是均质的，而是呈现层状特性，因

此相关学者在竖井层状地基的固结问题上开展了解析

方法研究，例如 Tang 等[31-32]提出了双层和三层竖井固

结理论解析解；Nogami 等[33]，Zhou 等[34]以及 Liu 等[35]

分别采用传递矩阵法，分离变量法和拉普拉斯变换得

到了层状竖井地基的解法。还有一些学者针对软土压

缩和渗流非线性的问题开展了数值计算研究[36–38]，并

能考虑层状甚至大变形等工程特性，但是采用的是常

用的有限差分或者有限元等数值方法，其属于局部近

似的数值分析方法，其精度和计算时间与网格划分的

精细程度有关。谱方法相比于常用局部近似的数值分

析方法（例如：有限差分和有限元法），其选取的是高

次多项式（或三角多项式）作为全局基函数，因此当

问题的计算域规则且光滑时，具有计算精度高，效率

快和稳定性好等优点[39-40]。Walker 等[41-43]使用谱方法

计算了同时考虑水平和竖向排水的层状竖井地基的固

结解；Xu 等[13]在 Walker 等[43]的固结模型基础上建立

了考虑井阻随时间和空间变化的层状竖井固结模型。

但是以上研究均是线性固结模型，即假定土体渗透系

数和压缩模量在固结过程中保持不变，未考虑土体的

非线性固结特性。 
基于目前的研究现状，本文首先结合对数模型

（e–lgσ'和 e–lgk）的非线性压缩渗透本构关系，建

立了能同时考虑竖向和径向排水的非线性固结模型，

并采用谱方法得到了层状竖井地基的非线性固结计算

模型。然后通过对本文计算模型的退化研究，与已有

的解析解和室内试验进行了模型验证对比。最后应用

该模型对某一实际工程案例进行了计算分析。 

1  固结控制方程 
1.1  基本假设  

本文在推导和求解过程中，基于以下假设： 
（1）土体为饱和土，孔隙水同时在竖向和径向渗

流，且满足Darcy定律。 
（2）土体的变形只发生在竖向，没有侧向变形，

且满足等应变条件。 
（3）根据Das等[44]和Tavenas等[45]的研究，对数

模式的非线性压缩渗透模型（e–lgσ'和e–lgk）能普

遍适用于常见软黏土，因此本文假设土体的压缩特性

和渗透特性与孔隙比的关系满足式（1），（2）和（3）
的对数关系。 

（4）在同一深度处，除了涂抹区内外的初始水平

渗透系数不一致，其他土性参数，初始应力和附加应
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力在同一土层相同。 
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式中  e ， ， hk 和 vk 分别为某一时刻土体的平均孔

隙比，平均有效应力，水平渗透系数和竖向渗透系数；

0e ， 0  ， h0k 和 v0k 分别为初始平均孔隙比，初始平均

有效应力，初始水平渗透系数和初始竖向渗透系数；

cC ， khC 和 kvC 分别为压缩指数，水平向渗透指数和竖

向渗透指数。 
1.2  控制方程的建立 

基于以上假设，可得到竖井地基的固结方程，方

程整体形式与Walker等[41–43]建立的固结方程类似，区

别是渗透系数和压缩系数不是固定值，如下式： 
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式中  u ， w ， er ， H 和 v 分别为平均超静孔隙水

压力，水的重度，竖井影响半径，处理地基总深度和

平均体积应变； 为与涂抹效应和井阻效应相关的参

数，具体取值根据涂抹区类型（水平渗透系数呈固定

分段、线性、分段线性、抛物线等模式分布），是否考

虑井阻等因素有关，可参考文献[10，17]进行计算。Z
在本文中是一个归一化的深度，其为 /Z z H ， z 为
实际空间深度。 

基于假设（2），可以得到 
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式中， v0m 为初始压缩系数， v0m  c

0 0(1 ) ln10
C

e  
。 

结合有效应力原理和对数模型的非线性压缩渗透

本构关系，控制方程变为 
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式中， ( )q t 为在 t 时刻的荷载施加值。 

2  谱方法求解控制方程 
基于谱方法，超静孔隙水压力可以表示为 N 级截

断级数形式： 
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N

j
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对于基函数 ( )jΦ Z 的选择需要满足边界条件，（a）当

顶部底部两面排水时，边界条件为： (0 ), 0u t  ，

( )1, 0u t  ；（b）当顶部排水，底部不排水时，边界条

件为： (0 ), 0u t  ， ( ) /1, 0u Zt   。因此基函数可选为

( ) sin( )j jΦ Z M Z 。其中： 
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通过Galerkin-谱方法，其试函数与基函数一样，

因此，控制方程式（6）变成矩阵的形式表达： 

t
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式中  矩阵 Γ 为单位对角矩阵；矩阵Ψ 与各个土层土

性参数有关，其包含式（6）中的非线性参数；矩阵θ
是与各个土层附加应力分布和加载过程有关。为简化

方程（9）并求得其近似解析解，本文参考文献[8，14]
的方法，将式（6）中的两个随时间变化的变量 
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为 hP 和 vP ，其中 maxq 为土体的最终施加的附加应力

值。在式（9）中，矩阵元素的表达式为 
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式中，m 为计算地基的土层总数，上标 l 代表在第 l
层土中对应的物理量，例如 ( )lq t 代表在 t 时刻第 l 层
土对应的附加应力值。符号 h0dT ， v0dT ，  和CS( )iM
是为了简化方程而定义的物理量，其具体表达详见附

录 A。则非齐次方程（9）的解析解为 
1 1 1

0
( ) ( ) ( ) ( ( ) d(0) )t t t  


 vE v vE EA v+ θA Γ ，(13) 

式中，v为矩阵 1Γ Ψ 的特征向量， ( )tE 为由 1Γ Ψ 的

特征值 i （第 i 个特征值）定义的对角矩阵，其表达

为： exp( )ii iE t  。 (0)A 由初始条件决定。 
当通过式（13）求得 ( )tA ，再结合式（7），即可

获得超静孔隙水压力沿着空间和时间分布的表达式。

从固结计算过程中可看出，并由式（12）可以看出，

该固结计算模型即可以考虑任意的附加应力分布，也
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可以考虑不同的加载模式（瞬间加载、单级加载、多

级加载等）。在任意土层（第 l 层）深度范围内（在该

层顶部深度 tlZ 和底部深度 blZ 之间）的平均孔压和沉

降计算分别为 
b
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式中，上标 l 同样如上述代表在第 l 层土中对应的物

理量， blZ 和 tlZ 分别代表在第 l 层底部和顶部的深度

坐标。 

3  退化验证 
Indraratna 等[8]通过两组塑料排水板加固土体的

缩尺室内模型试验，得到了土体的非线性对数关系模

型（e–lgσ'和 e–lgk），并结合实测沉降值，计算得

到土体的平均固结度。为了验证本计算模型的正确性，

本文与 Indraratna 等[8]开展的室内试验和非线性径向

固结解析解进行对比。当不考虑本文中的固结模型中

的竖向排水时，即竖向渗透系数假设为 0 m/s，本模型

退化为非线性径向固结模型，模型验证参数参考

Indraratna 等[8]，如表 1 所示。本验证中的室内试验由

于土层单一且厚度不大（小于 1 m），因此假设为单一

土层且附加应力延深度不变等于上覆荷载大小。截断

级数 N 的选取取决于对问题计算精度的要求，N 值越

大精度越高。在使用谱方法时函数的不光滑性和不连

续性会导致 Gibbs 现象（即出现振荡），可通过增大 N
值来减少和消除 Gibbs 现象的影响并提高计算精度。

本验证计算中 N 取 50， 的计算参考 Indraratna 等[8]

的处理方法，涂抹区的分布模式采用 Hansbo 的固定

值分段模型，并忽略井阻效应，计算如下式： 
h

s

ln( ) ln( ) 0.75
k

n s
k

      。       (16) 

表 1 模型验证参数表 

Table 1 Parameters used in verification 
参数 试验 1 试验 2 
Cc 0.29 0.29 
Ckh 0.45 0.45 
影响直径 De /m 0.45 0.45 
等效排水直径 Dw/m 0.066 0.066 
涂抹区直径 Ds/m 0.2 0.2 
初始水平向渗透系数 kh0/(10-10m·s-1) 4.4 4.0 
kh/ks 1.5 1.5 
初始孔隙比 e0 1.000 0.950 
初始高度 H/m 0.925 0.870 
初始应力 0  /kPa 20 50 
外加荷载 p/kPa 30 50 

计算结果如图 1 所示，由图可知根据本文固结计

算模型所得解十分接近试验测量值，两组试验的平均

相对误差低于 2.0%。同时本文所得解与 Indraratna 等[8]

的解析解对比几乎一致，与解析解的平均相对误差低

于 0.7%。结合实测数据与解析解对比验证了本文固结

模型的适用性和合理性。由以上退化验证可知，当只

考虑径向排水而忽略竖向排水时，本文模型与

Indraratna 等的径向固结解析解基本吻合。当需要考虑

竖向排水时，本文模型无需采用 Carrillo 定理，且由

于耦合竖向和径向渗流的非线性，因此在实际工程中

具有更广泛的应用性。 

 

 

图 1 退化验证结果对比 

Fig. 1 Comparison for verification results  

4  现场案例分析 
经过上一部分的退化验证确定了模型的适用性，

下面将对一具体工程案例进行模型应用分析。现场案

例依托杭州湾某高速公路堆载预压试验段项目。试验

段场地地表分布有厚度为 2.0 m 左右的褐黄色及灰黄

色亚黏土，为相对硬壳层；其下为厚度约 7.5 m 的淤

泥质亚砂土，该层具有水平层理；往下为厚度为 20.1 m
左右的淤泥质亚黏土，该层含水率偏高，孔隙比大，

强度低，压缩性高，为主要压缩层；再往下为厚度约

10.4 m 的细砂、粉砂层。根据室内试验测定的各土层

固结状态，该项目在地表以下 2.0 m 范围内土体平均
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超固结比为 7.4，往下 10.0 m 范围内土体平均超固结

比为 2.4，再往下 20.0 m 范围内土体平均超固结比为

0.91。因此在本文的计算中，在深度 12.0 m 以上土体

的压缩参数选择再压缩指数，12.0 m 以下的土体压缩

参数选择压缩指数。试验段排水系统由水平排水层和

竖向排水通道组成，水平排水层采用 50 cm 砂砾垫层，

竖向排水通道选用板宽为 100 mm 的 SPB-C 型塑料排

水板，打设深度为 30.0 m，塑料排水板间距为 1.2 m，

正三角形布置[1]。根据 Lee 等[46]的研究，涂抹区的直

径大约为 2.6～3.68 倍的等效排水直径，因此本案例

分析中涂抹区直径假设为等效排水直径的 3 倍。与排

水板相关的参数如表 2 所示，在现场案例分析中，由

于现场所用的排水板的设计通水量较大为 65 cm3/s，
因此忽略井阻效应，涂抹区的分布模式采用固定值分

段模型，计算参考式（16）。各个土层的土性参数如

表 3 所示，工程加载过程如图 2，在本文模型计算中

简化为三段线性加载。其中现场案例分析中附加应力

的分布依据弹性理论中矩形基底受竖直均布荷载和竖

直三角形荷载作用求得的附加应力系数叠加所得，各

个土层的附加应力系数如表 3 所示。 
表 2 排水参数表 

Table 2 Parameters of drain properties 
影响直径 

eD /m 
等效排水直径 

wD /m 
涂抹区直径 

sD /m h sk k  

1.26 0.067 0.2 5 

表 3 土性参数表 

Table 3 Soil Parameters 

深度 
/m 

kv0 
/(10-9m·s-1) 

kh0 
/(10-9m·s-1) 

0   
/kPa 

t  
/(kN·m-3) 

e0 

0.0～2.0 6.21  6.64  9.40  19.4 0.796 
2.0～3.0 3.21  3.60  22.90  18.2 1.098 
3.0～6.0 3.21  3.60  39.30  18.2 1.098 
6.0～8.5 3.21  3.60  61.85  18.2 1.098 
8.5～9.5 3.21  3.60  76.20  18.2 1.098 

9.5～12.0 0.69  0.93  90.30  18.0 1.193 
12.0～16.0 0.69  0.93  116.30 18.0 1.193 
16.0～20.0 0.69  0.93  148.30 18.0 1.193 
20.0～24.5 0.69  0.93  182.30 18.0 1.193 
24.5～29.6 1.16  1.50  222.74 18.8 1.193 

深度 
/m Ckv Ckh Cc Cr Ks 

0.0～2.0 0.398 0.398 0.180 0.020 1.00  
2.0～3.0 0.549 0.549 0.188 0.020 1.00  
3.0～6.0 0.549 0.549 0.188 0.040 1.00  
6.0～8.5 0.549 0.549 0.188 0.050 0.98  
8.5～9.5 0.549 0.549 0.188 0.050 0.97  

9.5～12.0 0.597 0.597 0.413 0.090 0.95  
12.0～16.0 0.150 0.150 0.243 0.034 0.91  
16.0～20.0 0.100 0.100 0.500 0.034 0.86  
20.0～24.5 0.150 0.150 0.660 0.034 0.79  
24.5～29.6 0.100 0.100 1.500 0.034 0.70  

注：Ks为附加应力系数。 

图 2 加载过程 

Fig. 2 Loading process 

本案例分析中 N 取 150，根据上述地质条件和施

工参数，得到了在 3 个不同深度（z=12，20，24.5 m）

的分层沉降和表面沉降、超静孔隙水压力在 3 个不同

深度（z=3，18，27 m）的变化过程以及在 3 个不同时

间段（t=100，500，900 d）延深度的剖面分布，结果

分别如图 3～5 所示。由图 3 的沉降曲线可以看出，基

于谱方法建立的层状竖井地基固结计算模型所得沉降

曲线与实测沉降曲线吻合程度较好，4 个位置的平均

相对误差为 0.6%，能够很好的反映在层状竖井地基在

不同深度处的沉降发展过程。从图 4 的超静孔隙水压

力变化曲线可知，现场实测数据在 300 d 以后存在波

动以及略滞后于计算值的现象，分析原因现场实测数

据可能受到地下水位，孔压传感器随土体发生沉降以

及传感滞后等因素影响。但从整体孔压消散趋势上看，

计算值与实测值拟合程度较好，能够反映实际超静孔

压在加载过程变化过程和加载结束后的消散趋势。由

图 5 超静孔隙水压力剖面图可以看出，在 9.5 m 以下

深度的土体由于渗透系数较小，且与竖直排水面距离

较远，孔隙水压力的消散速度明显慢于上部土体。其

中在深度 21 m处的实测孔压数据在 400 d前一直处于

较高水平，分析原因可能是孔压传感器传感滞后导致，

因此导致在该深度处计算值与实测值偏差较大。从整

体剖面分布上分析，本模型所得结果能够较好地反映

不同时间超静孔隙水压力沿着深度的分布，说明了本

文模型在层状竖井地基固结计算的可行性和适用性。 

 

图 3 沉降曲线 

Fig. 3 Curves of settlement  
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图 4 超静孔隙水压力曲线 

Fig. 4 Curves of excess pore water pressure  

图 5 超静孔隙水压力剖面图 

Fig. 5 Profile of excess pore water pressure 

5  结    论 
本文结合对数模型的非线性压缩和渗透本构关

系，基于谱方法建立了层状竖井地基的非线性固结计

算模型，主要得出以下结论：  

（1）基于谱方法建立了能够考虑层状地基土竖直

和水平渗透系数、压缩模量随固结过程非线性变化的

层状竖井地基的非线性固结计算模型。 
（2）通过退化研究与 Indraratna 等[8]非线性径向

固结解析解及室内试验进行对比计算分析，验证了本

文固结模型的合理性。 
（3）根据本文模型对某一实际工程案例进行了应

用固结计算分析，结果显示不同深度处的沉降和孔压计

算值与实测数据吻合程度较好，能够反映在固结过程中

沉降的发展和孔压的变化过程，进一步说明了本文模型

在层状竖井地基固结计算的可行性和工程适用性。 
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附录 A： 
部分符号表示为 

v0
v0 2

v 0w

d
H

T
m
k


   ，  h0

v0

h 0
2

e w

2
d

k
r

T
m 

 ， 

l tSN[ ] [sin( ) sin( )] /b lZ Z     ， 
l tCS[ ] [cos( ) cos( )] /b lZ Z     ， 

j iM =M M  ， 

lb lt

M M      i j

M   

SN SN
=

Z Z SN    i j







  
 

       
    

。

 


