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摘  要：钙质砂作为一种海洋生物成因的易破碎材料，由其构成的地基在海洋环境下长期受到动荷载的作用，故模拟

钙质砂在循环荷载作用下的颗粒破碎及其对应力应变行为的影响具有重要意义。将引起塑性应变和颗粒破碎的机制分

解为两种：有效球应力增加引起的压缩机制和剪应力比变化引起的剪切机制。压缩机制引起的颗粒破碎可由 Hardin 公

式模拟，为适应复杂应力路径，在 Hardin 公式的基础上建立了增量型的压缩破碎模型。剪切机制引起的颗粒破碎满足

两个“递减率”：①在每一个单向剪切过程中，颗粒破碎的累积速率总是在单向剪切起始处最大，并随着单向剪应变

的增加而减小；②在总的剪切过程中，颗粒破碎的累积速率随颗粒破碎量的增大而逐渐减小。在边界面本构模型框架

中引入所建立的压缩和剪切破碎模型，通过随颗粒破碎量移动的临界状态线反映颗粒破碎对模量、强度和剪胀等应力

应变行为的影响，建立了一个考虑颗粒破碎的循环本构模型。通过对钙质砂的单调和循环三轴试验结果的模拟初步验

证了所提出本构模型的合理性。 
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Cyclic bounding surface model for carbonate sand incorporating particle breakage 
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Abstract: The carbonate sand is a crushable granular material formed by the marine organisms, and its foundation is subjected 

to long-term dynamic loading under the ocean environment. Hence, it is of great significance to simulate the particle breakage 

of the carbonate sand under cyclic loading and its influences on the stress-strain behavior. The mechanism of particle breakage 

is decomposed of two parts: the compression mechanism with the increase in the mean effective stress, and the shear 

mechanism with the change of shear stress ratio. The particle breakage caused by the compression mechanism can be simulated 

by the Hardin’s formula. In order to adapt to the complex stress path, an incremental compression breakage model is established 

on the basis of the Hardin’s formula. The shear-induced breakage model includes two “declining rules” under the cyclic loading: 

(1) The accumulate rate of the particle breakage has a maximum value at the initial phase of the monotonic shear process, but 

decreases with the increasing shear strain. (2) It continuously descends during the whole shear process with the increasing 

amount of the particle breakage. The compression and shear breakage models are introduced to the framework of the bounding 

surface constitutive model, and a novel constitutive model considering the particle breakage is established by reflecting the 

effects of the particle breakage on the stress-strain behaviors such as modulus, strength and dilatancy through the critical state 

line moving with the amount of the particle breakage. The simulation capability of the proposed constitutive model is verified 

by comparing with the experimental results of the carbonate sand which is under the monotonic and cyclic drained triaxial 

compression tests.  
Keywords: carbonate sand; particle breakage; cyclic loading; bounding surface; constitutive model

0  引    言 
钙质砂是珊瑚和其他海洋生物的残骸破碎沉积的

产物，广泛分布于热带和亚热带的珊瑚礁海域。钙质

砂作为中国南海填海造陆的主要材料，因其特殊的力
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学特性而受到了广泛地关注和研究。已有研究表明，

钙质砂颗粒内部存在大量孔隙，加之外形多棱角、不

规则的几何特点，使得钙质砂颗粒在较低的围压下即

会出现折断、磨损、破碎等现象，进而表现出了与陆

源硅质不同的特殊力学特性[1-3]。探究钙质砂力学特性

的核心则在于揭示其颗粒破碎规律及其对于力学行为

和变形特性的影响。 
近年来，对于钙质砂颗粒破碎和力学行为的研究

主要集中在单调荷载作用下的室内试验与本构模型方

面。单调荷载下的压缩试验[3]、环剪试验[4-5]、单剪试

验[6]以及不同应力路径下的三轴试验[2, 7-9]都表明钙质

砂的颗粒破碎是一个受颗粒级配、颗粒大小、应力水

平、加载路径等因素影响的过程。破碎的过程又作用

于其剪胀、强度、临界状态等力学性质，故在建立本构

模型时，在剪胀方程[10]、硬化参数[11-13]、临界状态[14-15]

等模型元素中都需考虑颗粒破碎的影响。 
海洋环境下的钙质砂地基除了受到上部结构的静

荷载以外，还受到波浪、交通、地震等一系列循环动

荷载的作用。然而，目前关于循环荷载作用下钙质砂

颗粒破碎和力学特性的研究却较少[6-7, 16-17]。少量试验

表明[6, 16, 18]，即使在很小的压力水平下，循环荷载的

反复作用也会使得钙质砂颗粒产生颗粒破碎，并且破

碎随着循环振次的增加而逐渐增大。现有的考虑颗粒

破碎的循环本构模型大多是针对高堆石坝填筑料[19-22]

或重载铁路道砟[23]提出的，它们的颗粒强度较高、粒

径较大，其颗粒破碎主要是因为工作环境的高压力而

产生的。钙质砂的粒径较小、颗粒强度较低，并且钙

质砂地基一般所处的压力水平都较低，故在本构模拟

时应同时考虑压力和循环剪切作用引起的颗粒破碎。 
本文基于等向压缩试验与环向剪切试验所揭示的

基本规律，将颗粒破碎分解为压缩破碎和剪切破碎两

部分，分别建立相应的破碎模型，然后借鉴已有的颗

粒破碎本构模型的做法，引入破碎临界状态面，建立

了考虑颗粒破碎的边界面循环本构模型。 

1  模型描述 
1.1  加载机制及屈服面 

将引起塑性应变和颗粒破碎的机制分解为压缩和

剪切两部分，应力增量采用如下分解方式[24]： 

d d d d dp p p
p
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

 s I r   ，     (1) 

式中，加粗的变量表示张量， ，s 分别为应力张量

和偏应力张量，I为 Kronecker 符号， ijI ， / pr s
为偏应力比张量。pdr 代表剪切作用， d /p p 代表

压缩作用。本构模型描述中用到的其它应力应变量

为 
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式中，q，分别为广义剪应力和广义剪应力比， ，

v 为广义剪应变和体变，e为偏应变张量。 
上述压缩和剪切机制在 p–q 平面内对应的屈服

面如图 1 所示，可表示为 
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式中， m,c 为三轴压缩条件下的历史最大剪应力比，

pm为历史最大平均有效应力，分别决定了屈服面 F1，

F2的大小。插值函数 ( )g  采用杨雪强等[25]提出的表述

形式： 

 
1
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(4) 
式中， 为罗德角，B 为决定 π平面上屈服面 F1破坏

迹线形状的变量（图 2），其表达式为 

m,c2.5(1 3/(3 ))B      。         (5) 

 

图 1 p–q 平面内的屈服面 F1和 F2 
Fig.1 Yielding surfaces F1 and F2 on p–q plane 

图 2 变量 B 对屈服面形状的影响 

Fig. 2 Effects of B on yielding shape 

1.2  应变计算 

基于弹塑性理论框架，将应变增量分为弹性和塑
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性两部分：  
e pd d d      。            (6) 

弹性应变采用广义胡克定律计算： 
e d d 1 1 1d d d

2 3 2 2 3
p p p
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弹性剪切模量 G 和体积模量 K 可分别表示为[26] 
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式中，G0为初始剪切模量， 为回弹曲线的斜率。 
塑性应变分别由剪切机制和压缩机制计算。剪切

机制的塑性加载指数 L 为 
p

rd d :L p H  r n   ，         (9) 

式中， p 为广义塑性剪应变， x 为 Macauley 算符，

当 x>0 x x ，当 x≤0h(x)=0，n为加载方向（如图 3
所示），Hr为剪切塑性模量[27] 
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其中，h 为模型参数。  ，  分别为映射中心到边界

面和当前应力点的距离（图 3）。 

图 3 映射法则及加载方向 

Fig. 3 Mapping rules and loading directions 

剪切机制产生的塑性偏应变 pde 和塑性体变 p
v,rd

可分别表示为 
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式中，D 为剪胀因子，m 为塑性偏应变 pd 。e 的流动方

向，规定流动方向m与加载方向 n都与边界面上映射

点处的法线方向n相一致（图 3），即 m /F   m n n  
r 。边界面模型的映射法则以及加卸载的判断可参考

文献[24，27]。 
若忽略与屈服面 F2相关的塑性偏应变，则压缩机

制产生的塑性体变 p
v,pd 可表示为 

 p
v,p m pd dh p p p H     ，    (12) 

式中，h(x)为 heaveside函数（若 x>0，则 h(x)=1，若 x≤0，
则 h(x)=0），Hp为压缩塑性模量[24]， 
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其中，为压缩曲线的斜率。 
1.3  颗粒破碎 

采用 Hardin[28]所提出的相对破碎 Br 来定量描述

颗粒破碎的程度。与塑性应变一样，颗粒破碎也可分

解为压缩和剪切两部分[29]： 
r r,c r,sd d dB B B    ，         (14) 

式中，Br,c为压缩破碎，Br,s为剪切破碎。 
（1）压缩破碎 
Lee 等[30]在极高的围压下针对堆石料进行了一系

列常剪应力比 的压缩试验。试验结果表明，在恒定

的剪应力比下，颗粒破碎随着平均有效应力的增大而

增大，直到接近一个恒定值。基于该试验结果，Hardin
提出了一个可以描述等剪应力比下，颗粒破碎随平均

有效应力变化的破碎模型[9, 29]。但是该模型为全量形

式，不能用于压缩和剪切耦合的复杂应力路径的计算。

为此，本文采用以下增量形式的模型[29]： 
2

3 r
r,c 0

r

d (1 ) 1 dBB k p
B
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式中，k0为材料参数， rB 为已经累计的颗粒破碎量，

rB 为终极颗粒破碎量。终极颗粒破碎是指在颗粒破碎

所能达到的终极值。Hardin 假设粒状土最终都会破碎

为粒径小于 0.075 mm 的粉粒，因此 r 1B  ；然而

Einav[31]认为最终的颗粒级配为分形级配，因此

r r,fB B ，Br,f为分形级配所对应的相对破碎值。 
（2）剪切破碎 
基于环向剪切试验[4-5]和循环三轴试验[16]结果，循

环剪切条件下颗粒破碎的累积过程满足两个“递减

率”：①在总的循环加载过程中，颗粒破碎的累积速

率随自身累积值的增加而减小；②在每一个单向剪切

的过程中，颗粒破碎的累积速率总是在单向剪切起始

处最大，然后随单向剪应变的增加而不断减小。 
为了反映“递减率①”，设颗粒破碎在循环剪切

机制下的增量为 
    r,s r,eff rd d exp( )B B B    ，     (16) 

式中， 为材料常数。Br为当前颗粒破碎的累积值，

Br,eff 为“有效相对破碎”。有效相对破碎可以理解为

单调加载条件下颗粒破碎随广义塑性剪应变 p 的累

积值，它的引入是为了反映“递减率②”。 
对于单调加载条件下颗粒破碎的“递减率②”，
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可以采用 Wang 等[9]提出的双曲线形式的破碎法则进

行描述： 

r,eff
B0 r1/ /

B
R B







  ，        (17) 

式中，  为剪应变，RB0 为初始剪切破碎率，代表了

双曲线起始处的斜率， rB 为做极限破碎，代表了在某

一恒定围压下，Br所能达到的最大值。 
2
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式中，c1，c2为材料常数， ap 为大气压强（ ap =101 kPa），
A 为无量纲参数。 

将式（17）对剪应变 求导可得 
B0

r,eff 2
mono B0

p

r(1
d

)
dR

R
B

B



  ，  (19) 

式中， mono 为每一次单调加载时剪应变的长度，在每

一次应力反转时都被置零，且始终为正。 
1.4  颗粒破碎临界状态 

颗粒破碎导致颗粒级配拓宽，而 Wood 等[32]通过

数值试验证明了临界状态线随着颗粒级配的拓宽而下

降，因此采用下式来拟合临界状态线[32-33]：  

cs Γ r p a( ) ln( )e e B p p    。     (20) 
式中  p 为临界状态线在 lne p 平面内的斜率；

Γ r( )e B 为 ap p 时所对应的孔隙比，随着相对破碎值

的增大而减小， 
Γ r Γ0 b r( )e B e B    ，          (21) 

其中， Γ0e 为没有发生颗粒破碎时（Br = 0）的 Γe 值，

λb为材料参数。式（20）在 rp q B  空间中表述为一

个曲面（图 4），称为破碎临界状态面。 

 

图 4 破碎临界状态面 

Fig. 4 Critical state surface of breakage 

由于颗粒破碎的影响，粒状材料的临界状态应力

比 Mcs 也不再只是一个恒定的常数，而是随着颗粒破

碎的累积，逐渐呈现减小的趋势（图 5）。本文采用

Wang 等[9]对临界状态应力比 Mcs的描述： 

cs cs0 b rexp( )M M n B    ，     (22) 

式中，Mcs0为相对破碎 Br = 0 时所对应的临界状态应

力比，nb为材料常数。 

图 5 临界状态应力比随颗粒破碎的变化 

Fig. 5 Variation of critical stress ratio with particle breakage 

采用 Been 等[34]所提出的状态相关参数将当前应

力比 e 与临界应力比 ecs相关联： 

cse e     。             (23) 

并将式（22）代入与状态相关的峰值应力比 Mp 和剪

胀应力比 Md 中，即可引入颗粒破碎对于强度和剪胀

的影响[9]： 

p cs p cs0 p b r

d cs d cs0 d b r

exp( ) exp( ) 

exp( ) exp( ) 

M = M n = M n n B

M = M n = M n n B

 

 

   


 

，

，
(24) 

式中，np，nd为材料常数。由式（24）中可知，Mp，

Md 除了与状态参数 相关以外，还与颗粒破碎的累

积量 Br有关，且峰值应力比 Mp和相态转换应力比 Md

都随着颗粒破碎的增加而逐渐降低。 
剪切机制下的剪胀因子 D 为[24, 27]：  

p
0 v,r dexp( )( / ( ))D d M g       ，  (25) 

式中，d0，  为模型参数。 

2  模型参数 
本模型共有 18 个参数（表 1）：①颗粒破碎参数

c1，c2，A，k0， ；②临界状态参数 0e ， b ， p ，

Mcs0和 nb；③剪胀参数 d0，β；④弹性参数 G0，κ；⑤

塑性参数 np，nd，，h。其中，参数 G0，κ，np，nd，

，h，d0的确定方法可参考文献[24，27]，破碎参数

k0可通过拟合不同压力下的等向固结试验点获得。c1，

c2，A 的确定方法：首先采用式（17）拟合三轴排水

条件下不同围压的颗粒破碎点，从而得到不同围压下

曲线的 RB0， rB 。然后，采用式（18）在 B0 0R p 平

面内（p0为初始有效应力）平面内拟合数据点即可得

到 c1，c2，在 r csB p 平面内（pcs为临界有效应力）拟

合数据点可得到参数 A。c1，c2，A 需根据实际的拟合

情况进行调整。 
临界状态线在 aln( / )e p p 平面内的斜率和截距即
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为参数 p ， e 。若 e 已知，则可以通过式（21）在

re B  平面内拟合得到 b 。通过在 cs rM B 平面内拟

合式（22），可获得参数 Mcs0，nb。 
剪胀参数 β 通过拟合剪胀因子 D 与剪应力比  

之间的关系确定。 
表 1 本构模型参数 

Table 1 Parameters of constitutive model 

颗粒破碎 临界状态 剪胀 弹性 塑性 

c1=0.07 

c2=1.2 

A=55.0 

α=400 

k0=2.5×106 

0e =1.302 

b =0.1 

p =0.128 

Mcs0=1.838 

nb=1.393 

d0=0.9 

β=1000 

G0=225 

κ=0.007 

np=1.0 

nd=2.2 

h=0.3 

 =0.012 

3  模型验证 
首先验证模型在单调加载条件下的表现。Wang

等[9]针对中国南海珊瑚砂进行了一系列的较低围压下

的单调三轴排水试验。钙质砂的粒径为 0.6～0.8 mm。

三轴试样的直径 39.1 mm、高 80 mm，初始相对密度

为 75%，围压为 400，200，100，50 kPa。图 6 给出

模型的模拟结果与试验结果的对比。可以看出，模型

能够较好地模拟出珊瑚砂在单调排水三轴条件下的应

力应变和体变行为，并准确地反映了珊瑚砂的应变软

化以及剪胀。图 6（c）给出了模型对于颗粒破碎随轴

向应变的演化过程的模拟结果，表明了单调加载条件

下的“递减率②”的正确性。 

 

 

图 6 单调三轴排水试验的模拟结果 

Fig. 6 Simulated results of monotonic drained triaxial compression  

tests 

王刚等[16]选择了与上述静三轴试验相同初始状

态的多组试样，并对其在排水条件下进行了不同循环

周次的动三轴试验。图 7 给出了在 CSR=0.3 时采用该

模型对 200，100，50 kPa 围压下的试样循环体变的累

积过程的模拟结果。从图 7 可以看出，该模型可以较

好地反映循环荷载下体变的累积过程[5]。图 8 给出了

颗粒破碎随循环周次增加的演化过程。可以看出，模

型基本上可以反映颗粒破碎随循环周数N不断增加的

发展趋势，证明了本文所提出的颗粒破碎模型的合理

性。 

 

图 7 循环三轴排水试验的模拟结果 

Fig. 7 Simulated results of cyclic drained triaxial compression  

tests 
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图 8 相对破碎随循环周次演化过程的模拟结果 

Fig. 8 Simulated results of development of relative breakage with  

cyclic number 

4  结    论 
基于已有的试验结果，将引起颗粒破碎的机制分

解为了压缩和剪切两部分，并分别建立了与之相对应

的破碎模型，在边界面本构模型的框架内，引入颗粒

破碎临界状态面，发展出了一个可以模拟钙质砂在循

环加载条件下颗粒破碎行为的本构模型，并通过对单

调和循环三轴试验结果的模拟验证了模型的合理性。

模型的主要特征如下： 
（1）将引起塑性变形以及颗粒破碎的机制分解为

压缩机制和剪切机制，它们分别对应平均有效应力的

增加和剪应力比的变化。 
（2）在恒定的剪应力比下，压缩破碎法则下的累

积速率随着平均有效应力的增加而增加，随着已累积

的颗粒破碎量的增加而减小。因此，在 Hardin 公式的

基础上，提出了一个增量型的压缩破碎模型，以模拟

压缩和剪切耦合应力路径下压缩机制引起的颗粒破碎

的发展过程。 
（3）提出了两个“递减率”来描述循环剪切作用

引起的颗粒破碎：①在每一个单向剪切过程中，颗粒

破碎的累积速率总是在单向剪切起始处最大，并随着

单向剪应变的增加而减小；②在总的剪切过程中，颗

粒破碎的累积速率随颗粒破碎量的增大而逐渐减小。 
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