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摘  要：隧道曲率变化段是制约隧道结构抗震安全性的关键控制区段，但目前隧道抗震设计仅以横断面剪切变形为主，

未考虑隧道沿纵向的曲率半径变化，缺乏针对曲线隧道的纵向抗震简化分析方法。将曲线隧道沿纵向简化为作用在黏

弹性地基上的变曲率有限长均质 Euler-Bernoulli 梁，基于 Hamilton 原理及黏弹性地基梁理论建立了结构的微分动力控

制方程及边界条件，并通过模态叠加法进行求解，推导出任意动载作用下曲线隧道的位移、速度、加速度、弯矩、剪

力等动力响应的解析表达式，以行波荷载为例，给出行波效应下曲线隧道动力响应的退化解答。通过与有限元基准模

型在相同条件下的对比分析，验证了所推导解析解的正确性。最后应用该解析公式进行参数敏感性分析，揭示了隧道

曲率半径、行波波速、行波频率及地层–结构相对刚度比等关键因素对曲线隧道结构动力响应的影响规律。 
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Abstract: The tunnel section with curvature variation that restricts the seismic safety of a tunnel is one of the critical sections 

for structural design. However, the current seismic design of tunnel structures only focuses on the shear deformation of the 
tunnel cross-section and the longitudinal curvature is not considered. The most important issue is that there are no available 

simplified methods in the current literatures for longitudinal seismic analysis of curved tunnels. It is therefore necessary to solve 
the forward problem with the purpose of obtaining an analytical solution for the dynamic response of curved tunnels under 

travelling loads. Firstly, a curved tunnel is assumed as a finite homogeneous beam with variable curvature resting on a 
viscoelastic foundation, and the governing differential equation and boundary conditions of the dynamic problem are 

established based on the Hamilton principle and the viscoelastic foundational beam theory. Then, the modal superposition 
method is employed to solve the dynamic problem, and thus the analytical solutions of dynamic responses for curved tunnels 

subjected to arbitrary dynamic loads are derived. Finally, the degraded solution for travelling loads is obtained with the 
proposed solution. The solutions of tunnel responses investigated are deflection, velocity, acceleration, bending moment, and 

shear force. The validation of the analytical solution is verified by providing comparisons between its results and those from the 
finite element method. The parametric analyses are performed to investigate the influences of the radius of curvature, the 

velocity and frequency of travelling loads and soil-structure relative stiffness ratio on the dynamic responses of the curved 
tunnel. 
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0  引    言 
近年地震频发，隧道作为震后救援的生命线通道，

其抗震安全性至关重要。由于隧道建设受到地形、选
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线等因素制约，实际工程中将不可避免地出现曲线型

隧道。相比直线型隧道，隧道曲率变化段将成为制约

隧道结构抗震安全性的关键控制区段[1]。此外，隧道

通常都延伸数公里长的距离，地震波在隧道纵向各点

引起的振动将存在显著的差异性[2-4]，如行波效应，即

由于位置的不同造成地震波到达时的差异。因此，研

究曲线隧道在地震作用尤其是行波效应下的抗震安全

性至关重要。 
目前隧道抗震分析主要以横断面剪切变形为主[5-6]，

而对隧道纵向抗震研究相对较少[7]，尤其罕见对行波

效应下曲线隧道地震响应的研究。周彦良[8]采用三维

数值模型开展曲线隧道抗震性能分析，研究发现地震

作用下曲线隧道与直线隧道的交界处出现明显的应力

集中，且隧道曲线段沿纵向内力与变形响应均有较大

变化。穆嘉豪等[9]通过对某实际工程三维建模分析，

研究了隧道曲线段的加速度及变形响应规律。Fabozzi
等[10]建立了实际地层–曲线隧道三维有限元模型以及

简化梁–弹簧模型，通过两种模型对比分析说明了该简

化模型在非一致地震输入下的可行性。综上可见，上

述研究主要以有限元等数值方法为主，相比而言，解

析方法具有计算简便、直观等优点，更适于指导曲线隧

道抗震设计。然而，目前解析法仅针对直线型隧道动力

响应[11-13]，缺乏曲线隧道动力响应的解析解。 
本文将曲线隧道简化为作用在黏弹性地基上的变

曲率有限长均质梁，基于 Hamilton 原理及黏弹性地基

梁理论，建立了变曲率隧道在任意动力荷载作用下的

微分控制方程，采用模态叠加法将动力控制方程解耦，

求得各模态下结构的幅值函数，并根据边界条件确定

其固有频率及振型，从而推导出变曲率隧道在任意动

载作用下的动力响应解析表达式，并退化出行波效应

下曲线隧道动力响应的解析解。通过与有限元数值解

对比，验证了所推导解析解的正确性。最后通过参数

敏感性分析揭示了隧道曲率半径、行波波速与频率、

地层–结构相对刚度比等关键因素变化对曲线隧道动

力响应的影响规律。 

1  动力控制方程 
曲线隧道动力问题的分析模型如图１所示，其基

本假定如下：将曲线隧道简化为有限长均质

Euler-Bernoulli 梁，忽略梁的内部阻尼和轴力的影响，

将隧道周围土体假定为黏弹性地基，隧道与土体之间

的相互作用通过地基反力系数 K 和阻尼系数 C 表征，

外部荷载表示为任意动力荷载函数 F(x，t)。曲线段长

度为 l2，两相邻直线段长度分别为 l1，l3，曲线段曲率

半径为 R，所对应的圆心角为 2θ。梁的单位长度质量

为 ρA，抗弯刚度为 EI，梁的位移为 y(x，t)。设置多

个参考坐标系，控制方程推导采用流动坐标系：梁的

轴线设为 x 轴，y 轴与 x 轴垂直，曲线段中点设为原

点；整体坐标系设置为：X 轴沿水平方向设置，Y 轴

与其垂直，梁最左端的点设为原点；局部坐标系设置：

每段梁轴线设为该梁 xi轴，yi轴与 xi轴垂直，每段梁

最左端的点设为其原点。 

 

图 1 任意动载作用下黏弹性地基上曲线隧道简化模型 

Fig. 1 Curved tunnel on viscoelastic foundation subjected to  

arbitrary dynamic loads 

根据 Hamilton 原理及 Euler–Bernoulli 梁理论[14]，

直线段控制方程可以表示为 
4 2
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式中，B1，B2，B3，B4是与不同边界条件相关的常数。 
方程（3）～（5）构成了问题的完整数学描述，

通过求解这些方程，可以获得任意动载下梁的响应。 
 

2  解析解及验证 
2.1  解析解推导 

利用自由振动的模态振型可以将变曲率有限长梁

的动力控制方程进行解耦，使其转换为广义的单自由

度体系。将这些振型的幅值定义为广义坐标，可以获

得任意形式的梁的响应。理论上该体系包含无数个振

型，但梁的动力响应可以用有限数量振型叠加来近似

表达[14]。 
假设梁位移 ( , )y x t 解的形式为 

1
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m
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   ，     (6) 

式中， ( )m x 与 ( )mY x 分别是第 m 阶振型与幅值。 
将方程（6）代入方程（3），乘以 n 阶振型 ( )n x ，

并对全长进行积分可得 
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式中， '' ( )m x 和  4 ( )m x 分别是 ( )m x 对 x 的二阶和四

阶导数， ( )mY t 和 ( )mY t 分别是 ( )mY t 对时间 t 的一阶和

二阶导数。 
考虑到振型的正交性，方程（7）可转化为 

( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n nM Y t C Y t K Y t F t     ， (8) 

式中，Mn，Cn，Kn，Fn 分别为广义质量、广义阻尼、

广义刚度、广义荷载，即 
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利用 Duhamel 积分求解方程（8），可得 
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将方程（13）代入方程（6），可得 
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方程（14）即为黏弹性地基上变曲率有限长梁的

平面内动力响应解析解。速度和加速度响应可以通过

位移响应对时间 t 的一阶和二阶导数获得 
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弯矩响应和剪力响应可以通过位移响应对空间 x
的二阶和三阶导数并乘以系数 ( )EI 得到 
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2.2  模态分析 

不考虑阻尼，方程（1）可转化成自由振动方程： 
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基于变量分离，可得常微分方程： 
(4) 4

s s s( ) ( ) 0x b x     ，         (20) 

式中， s ( )x 为直线梁振型， 4 4
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s 为直线梁自由振动的频率。 

方程（20）的解可表示为 
s s1 s s2 s( ) cos( ) sin( )x D b x D b x     

s3 s s4 scosh( ) sinh( )D b x D b x  ，  (21) 

式中， s1D ， s2D ， s3D 和 s4D 为与直线梁的边界条件相

关的实常数。 
曲线梁自由振动分析过程与直线梁类似，其振型

可表示为 
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c c1 c2 c3 c4( ) cos(d ) sin(d ) cosh(d ) sinh(d )x D x D x D x D x     。 
(22) 

式中， c ( )x 为曲线梁振型， 4
c4 2
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 ， c 为曲线梁自由

振动的频率， c1D ， c2D ， c3D 和 c4D 为与曲线梁的边 
界条件相关的实常数。 

对于变曲率弹性地基梁，考虑曲线段与直线段交

界处的连续条件及边界条件，即可获得其固有频率及

振型。本文采用 Samuel 等[16]建议的矩阵方法来进一

步简化问题的表达，并采用局部坐标系进行推导。 
不考虑阻尼，振型可以写成以下矩阵形式： 
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式中， ( )i ixA 为向量形式的振型项， iD 为对应的系数
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式中， ix 为每段梁在局部坐标系下的坐标，i=1,2,3。 
定义矩阵变量 ( )i ixC 为 

T( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]i i i i i i i i ix x x EI x EI x     iC A A A A 。(27) 

则可以得到如下关系式： 
T' '' '''( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i ix x EI x EI x x        C D  

(28) 
考虑到直线段与曲线段之间变形和内力连续，可

得如下关系式： 

1 1 1 2 2( ) (0)l C D C D   ，          (29) 

2 2 2 3 3( ) (0)l C D C D   。          (30) 

由此可得 
1

2 2 1 1 1(0) ( )lD C C D   ，         (31) 
1 1 1

3 3 2 2 2 3 2 2 2 1 1 1(0) ( ) (0) ( ) (0) ( )l l l   D C C D C C C C D 。(32) 
以上为直线段与曲线段之间系数向量的关系，根

据边界条件即可求得梁的固有频率及振型，下面以两

端固定边界为例给出梁固有频率及振型的求解过程。 
设两端边界条件均为固定，即 1 1(0) (0) 0    ，

则可得 D13=-D11，D14=-D12，令 

11
1 1 1 1 1

12

( ) ( )
D

l l
D
 

  
 

C D E   。         (33) 

式中， 1 1( )lE 为 4 2 矩阵，则方程（31）与方程（32）
可重新写为 

  111
2 2 1 1

12

(0)
D

l
D

  
  

 
D C E   ，         (34) 

111 1
3 3 2 2 2 1 1

12

(0) ( ) (0) ( )
D

l l
D

   
  

 
D C C C E   。 (35) 

考虑到方程（34）中的 1
2 1 1(0) ( )lC E 为 4 2 矩阵，

可以将其分解为两个 4 1 向量，即 
   1

2 1 1 1 1(0) l C E T V   ，      (36) 

式中， 1T 和 1V 均为 4 1 向量变量。 
同理，方程（35）中的 1 1

3 2 2 2 1 1(0) ( ) (0) ( )l l C C C E 也

可分解为 
 1 1

3 2 2 2 1 1 2 2(0) ( ) (0) ( )l l  C C C E T V  ， (37) 

式中， 2T 和 2V 也为 4 1 向量变量。 
因此，曲线段与直线段的振型方程可表示为 

2 2 11 2 2 1 12 2 2 1( ) ( ) ( )x D x D x  A T A V  ， (38) 

3 3 11 3 3 2 12 3 3 2( ) ( ) ( )x D x D x  A T A V  。 (39) 

考虑到梁另一端的边界条件为 '
3 3 3( ) (0)l     

0 ，并将方程（39）代入该边界条件，可得： 

3 3 2 3 3 2 11

3 3 2 3 3 2 12

( ) ( )
0

( ) ( )
l l D
l l D

   
       

A T A V
A T A V

  。   (40) 

将方程（40）第一项的行列式的值设为 0，则可

以得到梁的频率方程，通常可以采用计算机软件（如

Matlab 等）对其进行求解。 
由方程（40）可得 

3 3 2
12 11

3 3 2

( )
( )
l

D D
l

 
A T
A V

  。       (41) 

则直线段与曲线段的振型可分别表示为 

 1 1 11 1 1 1 1( ) cos( ) cosh( )x D d x d x
   


 

 3 3 2
1 1 1 1

3 3 2

( )
sin( ) sinh( )

( )
l d x d x
l


 



A T
A V

  ，  (42) 

3 3 2
2 2 11 2 2 1 2 2 1

3 3 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
lx D x x
l


 

  
 

A TA T A V
A V

，(43) 

3 3 2
3 3 11 3 3 2 3 3 2

3 3 2

( )
( ) ( ) ( )

( )
lx D x x
l


 

  
 

A TA T A V
A V

。(44) 

系数 11D 可以由下式确定： 
2 2

2 2
1

2 2
2 2 22 2
11 1 1 2

2 2

2 2

l l

l l
l

l lD A x l A x   


  


               

   

2
3

2

2
2 2

3

2

1
2

l
l

l

lA x 
 

    
   。     (45) 
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则梁的振型函数为 
2 2 2

1 1 1

2 2 2
2

2 2 2
3 3

     
2 2 2

( )            
2 2 2

           
2 2 2

l l l
x l l x

l l lx x x

l l lx x l



 



           
   

           
   

              

≤ ≤

≤

≤

。(46) 

将方程（46）及相应的固有频率代入方程（14）～

（18），即可得两端自由的变曲率弹性地基梁动力响应

解析解。需要说明的是，本文推导出的曲线隧道动力

响应解析解适用于任意动载条件，以下讨论仅针对行

波效应这一特定荷载形式。 
2.3  算例分析 

行波效应是指荷载抵达隧道不同位置的时间不同

步，导致结构响应显著变化的现象，可以将具有行波

效应的地震动简化为整体坐标系下如下形式[13]： 
0                                     ( )

( , )
sin 2π        ( )

X vt
F X t XP f t X vt

v


         

≤
 。 (47) 

式中，P 为行波幅值，f 为行波圆频率，v为行波波速。 
以上海某大直径盾构隧道为例，外径为 14.5 m，

内径为 13.3 m，直线段长度为 1000 m，曲线段长度为

500 m，曲率半径为 400 m，密度为 2500 kg/m3，弹性

模量为 3.45×1010 Pa。盾构隧道是由单块管片在环向

和纵向用螺栓装配起来的不连续结构体，因此在进行

盾构隧道的纵向分析时，要考虑衬砌构造的接缝特征，

本文采用文献[17]提出的纵向等效刚度来考虑接缝的

影响。计算模型中隧道环缝接头布置 42 个 M36 螺栓，

单个螺栓抗拉刚度 8
l 2.64 10 N/mk   ，衬砌环宽 ls=2 

m。经计算得纵向弯曲刚度的折减系数为 0.06。考虑

土体弹性模量 Em=117 MPa，泊松比 m =0.3，阻尼系

数取C=0，根据 St John等[5]的建议公式确定弹簧刚度。

并以上海地区设计地震加速度 PGA=0.1g 为例，取振

幅 66 kN，主频 2 Hz，波速 200 m/s。考虑到盾构隧道

端部与工作井相连，而工作井的结构刚度远大于盾构

隧道的结构刚度[18]，因此隧道两端边界条件近似为固

定端。 
为了验证本文所推导解析解的正确性，采用有限

元软件 ABAQUS 建立了与解析解模型相同参数的梁–
弹簧模型，并将解析解计算结果与有限元计算结果进

行对比。图 2 给出了 x=0 处结构的加速度和弯矩响应

解析解和数值解对比。由图可知，解析解与数值解结

果基本一致，由此验证了所推导解析解的正确性。并

对比分析了相同模型参数下本文的梁–弹簧模型及三

维地层–结构模型的计算结果，两者规律一致，除个别

点误差较大外，本文方法精度较好[19]，进一步验证本

文所推导解析解的合理性。 

图 2 x=0 处隧道动力响应对比 

Fig. 2 Dynamic responses at position of x =0 of tunnel under  

travelling loads 

3  参数敏感性分析 
本节保留 2.3 节算例的隧道参数、地基参数及荷

载参数，通过分别改变隧道曲率半径、行波波速、行

波频率以及土–结构相对刚度比进行参数敏感性分

析。 
3.1  曲率半径影响分析 

考虑到实际情况下，隧道曲率半径与其所对应的

圆心角是同时变化的，因此本节考虑固定曲线段的长

度，即 2l 保持不变，通过改变曲率半径来探究隧道动

力响应的变化。同时考虑到设计时隧道曲线段曲率半径

不宜小于 250 m[20]，本节分析中曲率半径分别取 200，
400，600，800，1000 m，∞（直线隧道），隧道对应曲

率则为曲率半径的倒数，如直线隧道的曲率为 0。 
从隧道曲线段中点（x=0 处）开始，每隔 125 m

设置一个观测点，如图 3 所示，输出其最大加速度随

曲率变化图，如图 4 所示，其余动力响应规律（如速

度、弯矩、剪力）与其类似。由图可知，在曲线段中

部，隧道动力响应随着曲率的增大而迅速增大；随着

观测点从曲线段向直线段移动（图3中从A点到E点），

隧道动力响应随曲率变化逐渐减小；在直线段，隧道

动力响应随曲率变化不大，即基本不受曲线段影响。
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因此在曲线隧道抗震设计中，不应选用过小的曲率半

径，且应重点关注隧道转弯处的动力响应。 

图 3 观测点示意图 

Fig. 3 Layout of observation points 

 

图 4 不同曲率下隧道最大加速度响应 

Fig. 4 Peak accelerations of tunnel under travelling loads with  

different curvatures 
3.2  行波波速影响分析 

为研究行波波速对隧道动力响应的影响，分别取

200，400，600，800 m/s[21]。图 5 给出了隧道最大加

速度响应随行波波速变化曲线，其余动力响应规律与

其类似。由图可知，行波波速对隧道动力响应有显著

影响，但影响规律并不是简单的正相关或负相关关系，

而是存在一个最大响应峰值对应的临界波速，且该临

界速度与位置有关，即随着观测点位置从曲线段过渡

到直线段，该临界速度逐渐增大，同时，隧道曲线段

中部动力响应明显大于直线段动力响应。 

 

图 5 不同行波波速下隧道加速度峰值 

Fig. 5 Peak accelerations of tunnel under travelling loads with  

different velocities 

3.3  行波频率影响分析 

为研究行波荷载频率对隧道动力响应的影响，并

考虑到地震动频率基本在 10 Hz 以下，行波频率分别

取 2，4，6，8，10 Hz。采用傅里叶变换，将隧道曲

线段中点加速度–时间曲线转换为幅值–频率曲线，

如图 6 所示，并给出隧道最大弯矩随行波频率变化图，

如图 7 所示。由图 6，7 可知，行波频率对隧道加速度

响应影响显著，隧道加速度响应峰值对应的主频与行

波频率基本保持一致；隧道动力响应在行波频率为 2 
Hz 时明显大于其余行波频率下的响应。因此，在抗震

设计时应尤其关注地震波低频部分对隧道造成的损

坏。 

 

图 6 不同行波频率下隧道加速度响应幅值–频率曲线 

Fig. 6 Frequency spectra at position of x =0 of tunnel under  

travelling loads with different frequencies 

 

图 7 不同行波频率下隧道最大弯矩响应 

Fig. 7 Peak bending moments of tunnel under travelling loads with  

different frequencies 
3.4  土–结构相对刚度比影响分析 

土–结构相对刚度比为[12] 
4KlF

EI
   ，               (48) 

式中，K 为地基弹簧刚度，l 为隧道单位长度，E 为隧

道衬砌弹性模量，I 为隧道截面惯性矩。考虑Ⅰ～Ⅳ

类场地土范围，土体弹性模量 Em分别取为 117～5200 
MPa，泊松比统一取为 0.3，依据式（48）计算对应的

土–结构相对刚度比。 
隧道最大弯矩随土–结构相对刚度比变化曲线如
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图 8 所示。由图可知，随着土–结构相对刚度比的减

小，隧道动力响应明显增大，由此可见软土地层隧道

在地震作用下的动力响应要远大于中硬地层的隧道。

当土–结构相对刚度比较小时，随着土–结构相对刚

度比的增大，隧道最大动力响应降幅较快；随着土–

结构相对刚度比进一步增大，隧道最大动力响应降幅

有所减缓。因此，设计中可以考虑通过调整土–结构

相对刚度比来减小隧道的响应。 

图 8 不同土–结构相对刚度比下隧道最大弯矩响应 

Fig. 8 Peak bending moments of tunnel under travelling loads with  

different soil-structure relative stiffness ratios 

4  结    论 
本文为曲线隧道动力响应分析提供了一种新的快

速实用简化算法，即将曲线隧道简化为黏弹性地基上

的变曲率有限长均质 Euler-Bernoulli 梁，通过模态叠

加法推导出任意动载作用下曲线隧道的动力响应解析

表达式。通过将所得解析解与数值模拟的数值解对比，

验证了所推导解析解的正确性。以行波荷载为例进行

参数敏感性分析，探究了曲率半径、行波波速、行波

频率及土–结构相对刚度比对隧道响应的影响规律，

结果表明： 
（1）随着曲率半径的增大，隧道动力响应减小，

且曲率的存在会使隧道转弯处动力响应明显增大。 
（2）行波波速对隧道动力响应的影响并非呈正相

关或负相关关系，而是存在一个临界波速，且该临界

速度与隧道观测点位置有关。 
（3）行波频率为低频时隧道结构的动力响应显著

放大，因此在抗震设计中应重点关注地震波低频部分

对隧道的损坏。 
（4）土–结构相对刚度比对曲线隧道的动力响应

影响显著，且随着土–结构相对刚度比的减小，隧道

动力响应明显加剧，说明软土地层的隧道抗震更为突

出。 
本文所推导出的解析解适用于线性问题分析，可

以简便、快速地对曲线隧道结构的抗震安全性进行评

估，还可以直观地给出各关键参数之间相互关联的解

析关系，为隧道结构抗震设计与分析提供了理论依据。 
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