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水平受荷桩桩身响应的线性方程解及应用分析 
李  炀，吴曙光

*
，张四平，高倩德，黄  磊 

（重庆大学土木工程学院，重庆 400045） 

摘  要：根据 Winkler 地基梁理论，将地基系数沿着深度方向的任意函数以积分中值定理为原则进行微段常数化，引入

四阶微分方程的张氏解析解，通过结点内力与位移连续的条件对全桩全结点构建线性方程组，避免矩阵多次传递即可

一次性解得所有结点的内力与位移，相比幂级数法与有限元法更加简单，将此过程用 matlab 编制程序进行实现，通过

两个算例验证了线性方程解法在单层地基与多层地基情况下水平受荷桩桩身响应计算的正确性。最后分别在算例基础

上更改多组参数，表明在桩顶水平荷载的作用下，桩身弯矩最大值、弯矩零点值与位移零点值出现的位置分别受桩顶

附近土层抗力、桩中部土层的抗力与整个桩周土层抗力大小控制，且对于同一种情况下的桩身水平响应而言，其弯矩

零点所出现的位置将比位移零点所出现的位置滞后（2～3）d。 
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Linear equation solution of horizontally loaded piles and its application  

LI Yang, WU Shu-guang, ZHANG Si-ping, GAO Qian-de, HUANG Lei 
(College of Civil Engineering, Chongqing University, Chongqing 400045, China) 

Abstract: According to the Winkler foundation beam theory, the foundation function is constantized by the integral median 

theorem, and a linear equation system is constructed for the entire pile and all nodes through the condition that the internal 

forces and displacements of the nodes are continuous. This process is implemented by matlab programming, and two examples 

are used to verify the correctness of the calculation of the response of the horizontally loaded pile body in the case of 

single-layer foundation and multi-layer foundation. In the calculation example, multiple sets of parameters are changed, which 

shows that the location of the maximum value of the bending moment of the pile body, the zero point value of the bending 

moment and the zero point value of displacement are affected by the resistance of the soil layer near the pile top and the soil 

layer in the middle of the pile under the horizontal load of the pile top. The resistance is controlled by the resistance of the 

entire soil layer around the pile, and for the horizontal response of the pile body under the same situation, the position where the 

bending moment zero appears will lag behind the position where the displacement zero appears by about (2～3)d. 

Key words: pile foundation; Winkler foundation beam; m method; matrix transfer method; linear equation 

0  引    言 
在建筑工程领域中，对于水平荷载作用下桩基的

受力分析，常见有极限地基反力法、弹性地基反力法、

复合地基反力法、弹性理论法和 p–y 曲线法等[1-2]。

弹性地基反力法又包括地基系数常数法、k 法、c 法、

m 法以及吴恒立[3]的双参数法。张有龄给出了地基系

数为常数时的桩身响应解析解，N.B.ypdh 与众多学者

给出了桩身内力与变形的幂级数解，更有采用[4]纽玛

克法、有限差分法与有限元法来求解桩身内力与变形。 
上述常用方法中对于多层地基情况的处理略显粗

糙，如目前建筑桩基[6]与公路桥涵桩基领域[7]最常采

用各层地基按其地基系数以权重进行折算，得到一个

地基系数的等效值。近年来，Pise[5]对双层地基水平受

荷桩进行了数值求解，赵明华等[8-10]对成层地基中桩

的受力与试验做了大量工作，并尝试用无网格法分析

计算，戴自航等[11]采用有限元与有限差分进行数值计

算，竺明星等[12]利用矩阵传递法依次求解多层地基中

的桩身各点内力，詹红志等[13]也采用类似矩阵传递方

法对抗滑桩嵌固段多层岩层进行了计算。 
本文不同于先前学者从桩身形函数利用幂级数角

度出发，引入张氏法的解析解函数形式，利用节点内

力变形连续条件，建立全桩全节点统一矩阵线性方程，
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引入边界条件后一次性求解所有节点的变位与内力，并

将该计算方法应用于多层地基桩基的水平响应计算。 

1  线性方程解力学模型 
1.1  力学模型建立 

不同于竺明星等[12, 14]建立三参数地基系数模型

并利用 Laplace 变换求解桩身响应的方法，本文在理

论推导过程中不特别假定地基系数的分布模式，但考

虑到设计人员使用上的便利性，以单层地基 m 值与多

层地基 m 值分别演示计算过程。 
根据 Winkler 理论，假定地基是服从胡克定律的

弹性体，且每层地基厚度为 hj，如图 1 所示。 

 

图 1 线性方程力学模型 

Fig. 1 Linear equation mechanics model 

将桩身沿深度方向分成 n 段，桩单元依次编号为

1，2，···，n，桩结点编号为 0，1，2，···，n，结点

对应各自坐标值。记桩身水平位移为 ( )y z ，桩身转角

为 ( )z ，桩身弯矩为 ( )M z ，桩身剪力为 ( )F z ， 0 0M F，

表示桩顶作用的弯矩与水平力， , ,j ji z i zM F， 表示第 i
桩单元的 jz 节点处的弯矩与剪力，对于第 i 桩单元，

第 i 段内地基系数 ik 以该段内的积分中值定理为原

则，即 
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约定弯矩以桩左侧受拉为正，剪力以使桩顺时针

转动方向为正，水平位移以坐标正向为正，而截面转

角以逆时针转动为正。 
1.2  微分方程及解答 

对于第 i 段，满足如下微分方程： 
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 ，则可得到第 i 段  1,i iz z z  的挠曲

线方程 ( )iy z 解析解与挠曲线各阶导数： 
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i i i i iy z C A z C A z     

3 4e sin( ) e cos( )i iA z A z
i i i iC A z C A z   。 (3) 

将以上各函数表达式整理成矩阵形式，如式（4）： 
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令各系数矩阵表达式如下： 
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 (5) 
则桩身 n 段各个节点处的弯矩、剪力、挠度与转

角记成：  * *B V C       ，其中
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1.3  全桩线性方程组的构建与解答 

保证桩身每一结点处内力与位移是连续的，以此

思路建立桩身全结点的线性方程组如下： 
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最终记成如下矩阵形式：    * C H     ，其中
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上式矩阵运算表示了全桩全结点内力与位移值需

要满足该线性方程组，引入桩顶与桩端的边界条件后，

等式右侧矩阵也为常数阵，这样可通过 Gauss 消元等

多种方法求解线性方程组，解得桩身每一段的四组参

数 1 2 3 4i i i iC C C C， ， ， ，再将系数 C 矩阵回代式（8）即

可。 

2  基于 m 法的设计计算与结果验证 
2.1  单层地基算例验证 

某建筑物[2]采用桩基基础，直径 d=1.5 m，埋入并

支持在非岩石类土中，入土深度 h=15 m，桩头在地面

处自由，作用有水平荷载 H0=60 kN 和 M0=700 kN·m，

C25 级混凝土的弹性模量 Ec=2.8×104 MPa= 2.8×107 
kN/m2，地基的反力系数的比例系数 m=9400 kN/m4，

土的内摩擦角 =22°，黏聚力 215 kN/mc  ，重度
320 kN/m  。 

0 0.9(1.5 1) 2.25mb K K d    ， 

7 4
5 20.85 2.8 10 1.5 59.3 10 kN m

64
EI    

    。 

分别将 n 取 5，10，15，20 进行了桩身内力与位

移计算，本文法计算结果与传统 m 法计算的桩身弯矩

绘制成曲线图，如图 2 所示。按规范法计算桩身最大

弯矩为 766.9 kN·m，将桩等分 20 段后桩身弯矩最大

值为 762.8 kN·m，相比规范法误差 0.53%。从上图 2
看出，桩身弯矩随深度增加总体呈现先上升后下降的

过程，弯矩极值出现在距离桩顶(1～3)d 范围之间（d
为桩身直径），弯矩零点位于距离桩顶 6d 位置左右。 

 

图 2 不同分段数桩身弯矩 

Fig. 2 Moments of pile body with different numbers of sections 

 

图 3不同桩端约束的桩身弯矩 

Fig. 3 Moments of pile body restrained by different pile ends 

 

图 4不同桩端约束的桩身位移 

Fig. 4 Displacements of pile body with different pile end  

constraints 
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图 3，4 中看出 3 种端部约束下的弯矩、位移曲线

重合度较高，仅在桩端附近处弯矩曲线出现了分叉发

展的趋势。位移零点出现在距离桩顶 4d 位置处，相比

桩身弯矩的 6d 变化范围缩小了 33.3%。本算例所得的

桩身弯矩极值、弯矩与位移零点所在的桩身位置符合

目前国内外学者的研究结果，如赵明华等[15-16]曾建议

桩影响范围取 3～5d，冯忠居等[17]建议取（2～8）d
等。 
2.2  多层地基算例验证 

某圆形[12，18]截面灌注桩[10]桩径 d=1.0 m，地面处

桩顶剪力 Q =150 kN，弯矩 M =0，桩的弹性模量 E 
=2.1675×10 kN/m2。桩侧有两层地基土体：第一层为

流塑状回填土，层厚为 2.0 m，相应的地基反力系数 m
为 3000 kN/m4；第二层为硬塑状黏性土，桩身在该层

土体中的长度为 10.0 m，相应的地基反力系数为

20000 kN/m4。 
表 1 为不同计算方法的计算结果，从中可知本文

线性方程解与精确解之间的桩顶位移误差为 2.3%，最

大弯矩误差为 0.285%。 
表 1 不同计算方法结果对比 

Table 1 Results of different calculation methods 

计算方法 
桩顶位移

/mm 

最大弯矩

/(kN·m) 

最大弯矩位

置/m 

精确解[18] 4.3735 336.81 3 

规范解[6] 3.0156 238.95 3 

挠度加权换算[9] 4.2093 343.83 3 

有限差分法[11] 4.2989 337.60 3 

杆系有限元法[11] 4.2520 336.07 3 

矩阵传递法[12] 4.2990 337.60 3 

本文法 4.2703 335.85 3 

图 5 不同地层情况桩身弯矩 

Fig. 5 Moments of pile body in different strata 

笔者在本算例基础上，改变地层情况再次进行桩

身弯矩与位移计算，分别将地层视为全为上层土的单

一地层与全为下层土的单一地层（简称“上层土地基”

与“下层土地基”），将计算结果分别绘制成曲线图 5，

6 用以对比分析。由图 5 可以看出，桩身弯矩极值出

现在距离桩顶（1～5）d 之间，本例中双层地基情况

与“下层土地基”情况都在 8d 位置处达到了弯矩零点；

“下层土地基”与“两层土地基”均在深度 5d 处为位

移零点。 

图 6 不同地层情况桩身位移 

Fig. 6 Pile displacements in different strata 

3  结    论 
假设地基为弹性材料，分段建立梁挠曲线微分方

程，通过结点内力与位移的连续条件一次性建立桩身

全结点的线性方程组，求解得到各点内力与位移。以

两个算例验证了线性方程解法在单层地基与多层地基

中桩身响应计算的正确性，并对桩底不同边界条件、

桩身周围不同地层进行了计算与讨论，得出如下结论： 
（1）在桩顶水平荷载的作用下，桩身弯矩最大值

出现在距离桩顶（1～5）d 范围内，桩顶附近土层抗

力越差，最大弯矩所出现的位置将越深。 
（2）在距离桩顶（6～8）d 位置附近将出现弯矩

函数零点，且下降段所处区间受桩中部土层的抗力大

小控制。 
（3）桩身位移最大值出现在桩顶，距桩顶 5d 位

置处出现位移零点。桩端不同的边界条件对桩身的位

移影响较小，而桩周土层的抗力大小对桩身的位移起

到控制作用。 
（4）同一种情况下的桩身水平响应，其弯矩零点

所出现的位置将比位移零点所出现的位置滞后（2～3）
d。 
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