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摘  要：针对黏弹性地基中洞周超孔隙水压力消散问题，首先，采用分数阶 Merchant 模型来描述洞周饱和软黏土的流

变特性，并借助拉普拉斯变换及逆变换方法，推导该模型柔度函数；其次，基于饱和软黏土二维固结状态下超孔隙水

压力消散的偏微分方程，采用保角变换和分离变量方法，推导超孔隙水压力关于时间和空间变量的两个独立方程及其

在拉普拉斯域内的解析表达式；再次，基于 Crump 方法，建立时域内超孔隙水压力的数值计算方法，并将超孔隙水压

力解答退化为弹性和整数阶黏弹性地基的情况，与已有解答进行对比，验证其可靠性；最后，基于建立的解答，对洞

周超孔隙水压力的消散特性进行研究，分析分数阶阶次、模量比、黏滞系数和边界条件的影响。结果表明：分数阶阶

次和黏滞系数对超孔隙水压力消散的影响均呈现为两个不同的阶段。在消散初期，分数阶阶次和黏滞系数越大，超孔

隙水压力消散越快；而在消散后期，分数阶阶次和黏滞系数越大，超孔隙水压力则消散越慢。模量比越大所对应的饱

和软黏土层越软，超孔隙水压力消散越慢，且模量比的影响在超孔隙水压力消散中后期更为明显。洞周排水边界条件

对超孔隙水压力消散的影响，消散初期主要体现在靠近洞周一侧，之后，逐渐向远离洞周一侧延伸和传递。 
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Dissipation characteristics of excess pore-water pressure around tunnels in 
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Abstract: The dissipation characteristics of the excess pore-water pressure around tunnels in viscoelastic foundation are 

investigated by using a fractional-derivative model. Firstly, the fractional-derivative Merchant model is introduced to describe 

the rheological behavior of the saturated soft foundation around tunnels, and its compliance function is deduced by means of the 

Laplace transform and its inverse transform. Secondly, using the methods of conformal mapping and variable separating, two 

independent equations only including the variable of time and only including the variable of space are derived from the partial 

differential equation governing the dissipation of the excess pore-water pressure during two-dimensional consolidation process, 

and the analytical solution of the excess pore-water pressure is also formulated in the Laplace domain. Thirdly, the numerical 

method for the excess pore-water pressure in the time domain is presented based on the Crump method. The developed solution 

is simplified into two special cases for the elastic foundation and viscoelastic foundation of integer order, and its correctness is 

validated against the existing solutions of these two special cases. Finally, using the developed solution, the dissipation 

characteristics of the excess pore-water pressure around tunnels are investigated, and the influences of fractional order, modulus 

ratio, viscosity coefficient and boundary condition are discussed. The results show that the influences of the fractional order and 

viscosity coefficient on the dissipation of the excess pore-water pressure have two distinct stages. In the early stage, larger 

fractional order and larger viscosity coefficient bring about faster dissipation of the excess pore-water pressure; while at the 

later stage, they lead to slower dissipation of the excess pore-water pressure. Larger modulus ratio means softer foundation, and 

it also results in slower dissipation of the excess pore-water pressure. In addition, at the middle stage, the modulus ratio has a 

much greater influence. In the early stage, the effect of the inner boundary condition on the excess pore-water pressure mainly 

emerges on the regions close to the tunnels, and then this effect 

is spread far away.
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0  引    言 
合理开发和利用地下空间已成为解决城市人口激

增、空间拥挤、交通阻塞及环境污染等问题的重要途

径。在城市相对集中的沿江和滨海等饱和软黏土区域，

地下空间开发所引起的长期沉降相当显著，通常为总

沉降的 30%〜90%[1-3]。长期沉降不仅影响地下空间自

身安全，如隧道衬砌开裂和渗漏水等，还会对周围环

境和邻近建/构筑物等产生危害，如地下管线变形过大

和地面建筑倾斜等。从长期沉降的发展机理来看[3]，

地下空间开发对周围土体产生扰动后，所引起的超孔

隙水压力消散及土体的流变特性是产生长期沉降的两

个重要因素。因此，研究黏弹性地基中隧道施工等地

下空间开发活动所引起的洞周超孔隙水压力消散问题

具有重要的理论意义和工程应用价值。 
针对洞周超孔隙水压力消散问题，国内外学者展

开了较为广泛的研究。Carter 等[4-5]以 Biot 固结理论为

框架，推导了弹性地基中洞周超孔隙水压力以及土体

应力场和位移场的解析计算方法，洞周边界分为完全

透水和完全不透水两种情况。在此基础上，Li 等[6-7]

通过引入半渗透边界条件，将上述解答拓展至弹性半

空间体内具有有限渗透性边界的洞周超孔隙水压力消

散问题。基于 Terzaghi-Rendulic 二维固结理论，王志

良等[8]及申林方等[9]推导了洞周不透水条件下饱和弹

性地基中超孔隙水压力的解析解，分析了渗透系数、

土体弹性模量以及隧洞埋深等参数对超孔隙水压力消

散的影响。上述研究均将土体视为弹性介质，没有考

虑其流变特性。为考虑土体流变特性对洞周超孔隙水

压力消散的影响，詹美礼等[10]以 Terzaghi-Rendulic 二
维固结理论为基础，采用三元件 Merchant 模型描述土

体的流变特性，推导了洞周超孔隙水压力的解析解，

洞周边界为完全透水和完全不透水两种情况。童磊[3]

将三元件 Merchant 模型推广至四元件 Burgers 模型，

建立了相应的解析解，研究了土体特性对超孔隙水压

力消散的影响。针对泥炭质土层盾构施工引起的长期

沉降问题，王志良等[11]采用五元件模型来描述泥炭质

土的流变特性，耦合 Terzaghi-Rendulic 二维固结理论，

建立了完全不透水边界条件下洞周超孔隙水压力的解

析解。综合考虑洞周土体流变和衬砌半渗透特性，李

翔宇等[12]建立了半透水边界条件下黏弹性地基中洞

周超孔隙水压力的解析解，分析了不同衬砌透水程度

对超孔隙水压力消散和分布的影响。刘干斌等[13]基于

Biot 固结理论，运用推广的李氏比拟法，建立了半透

水边界条件下黏弹性地基中深埋洞周的超孔隙水解

答，研究了深埋条件下洞周超孔隙水压力以及土体应

力和位移场的变化规律。上述研究虽考虑了土体流变

特性对洞周超孔隙水压力消散特性的影响，但均采用

经典流变模型（即整数阶流变模型）来描述土体的流

变特性。然而，试验研究表明[14-15]，经典流变模型有

时难以很好地描述材料的流变特性，特别是在初始流

变阶段，通常需要较多的元件组合才能获得较好的模

拟精度。 
分数阶流变模型是经典流变模型的进一步拓展和

延伸，采用分数阶导数代替整数阶导数来描述元件的本

构关系。众多学者发现，分数阶流变模型可以采用相对

较少的模型参数来更好地模拟材料的流变特性[16-17]。

自 Gemant[18]首次建立分数阶流变模型描述材料的流

变特性以来，分数阶流变模型已逐渐成为岩土工程等

领域的研究热点之一。Bagley 等[19]从能量耗散角度对

分数阶流变模型的本构方程进行讨论和验证。Koller[20]

建立了多个分数阶流变模型，并对其流变特性进行了

研究。赵永玲等[21]和孙雅珍等[22]采用分数阶流变模型

分别研究了橡胶材料和沥青路面的流变特性。在岩土

工程领域，Yin 等[17]、刘林超等[23]、孙海忠等[24]、Zhu
等[25]、何利军等[26]、李锐铎等[27]采用分数阶 Kelvin
模型、分数阶 Merchant 模型、分数阶 Burger 模型以

及分数阶五元件模型等来拟合不同地区或不同类型软

黏土的流变试验数据，得到很好的拟合结果，证明了

分数阶流变模型描述软黏土流变特性的有效性和适

用性。在此基础上，Wang 等[28]、解益等[29]、刘忠玉

等[15，30]将分数阶流变模型应用到饱和软黏土一维流

变固结分析中，研究了一维固结条件下分数阶黏弹性

地基中孔隙水压力消散及土体变形发展规律。汪磊

等[31]、李林忠等[32]、田乙等[33]进一步建立了单面半透

水、双面半透水以及连续排水边界条件下分数阶黏弹

性地基的一维固结问题，分析了复杂边界条件对超孔

隙水压力消散的影响。基于分数阶流变模型，Huang
等[34-35]研究了一维降水以及砂井固结条件下黏弹性

地基中的超孔隙水压力消散问题，分析了分数阶流变

模型参数对超孔隙水压力消散的影响。但是，目前尚

未见分数阶流变模型应用于洞周超孔隙水压力消散问

题的相关研究。 
在以上学者的研究基础上，本文引入分数阶流变

模型对黏弹性地基中洞周超孔隙水压力消散问题进行

研究和探讨。首先，基于分数阶 Merchant 模型和
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Terzaghi-Rendulic 二维固结理论，建立分数阶黏弹性

地基中超孔隙水压力消散的控制方程；其次，借助保

角变换、分离变量、Laplace 变换及逆变换等方法，建

立洞周超孔隙水压力的解答及其计算方法，并与文献

已有解答进行对比；最后，探讨分数阶流变模型参数

和边界条件对洞周超孔隙水压力消散特性的影响。 

1  解析问题的描述 
1.1  分数阶 Merchant 模型 

如图 1所示，分数阶Merchant模型为三元件模型，

由一个弹簧元件和一个 Kelvin 体所组成。基于分数阶

微积分理论，分数阶流变模型采用分数阶导数关系来

描述传统整数阶流变模型中的 Abel 黏壶。基于此，分

数阶 Merchant 模型的总应力和总应变可以表示为[25] 

 1 2
RL

1 1 2 2 2 2

 

 tE E E D 
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式中   为总应力； 为总应变； 1 和 2 分别为弹簧

元件和 Kelvin 体所产生的应变； 1E 和 2E 为弹簧元件

和 Kelvin 体的弹性模量； 2/E  为 Kelvin 体的黏

滞时间， 为其 Abel 黏壶的黏滞系数，t为时间，RL
tD


为 Riemann-Liouville 型分数阶导数，其定义为[16] 
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式中， ( )  为 Gamma 函数，  1,n n   为分数阶阶

次， 1n≥ 为自然数， 为积分变量。对于分数阶流变

模型，通常取 0 1≤ ≤ 。 
对式（1）进行拉普拉斯变换，整理得到 
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式中， 1 2/E E  ， ( )L  表示拉普拉斯变换， s为一个

复变量。 
令 ( )H t  ，其中 ( )H t 为 Heaviside 函数，则利

用卷积定理和拉普拉斯逆变换，由式（3）可以得到分

数阶 Merchant 模型的柔度函数 ( )J t 为 

  1

1

1 1 1
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式中， 1 ( )L  表示拉普拉斯逆变换。当 1  时，式（4）
可简化为 
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式（5）为整数阶 Merchant 模型的柔度函数[9]。当 0 
时，式（4）可简化为 

1

2( )
2

J t
E

 
   。             (6) 

式（6）为线弹性模型的柔度函数[10]。可见，线弹性

模型和整数阶 Merchant 模型均可视为分数阶

Merchant 模型的两个特例。 

图 1 分数阶 Merchant 模型 

Fig. 1 Fractional-derivative Merchant model 

1.2  计算模型与控制方程 

分析时，将洞周饱和软黏土层视为带圆孔的半无

限平面，如图 2 所示。图 2 中，h 为洞周埋深，r0为

洞周外径，C为平面坐标原点，D为无限远处的点，S
区域为洞周饱和软黏土层。为了便于理论推导，本文

采用如下假设[10-12]：①饱和软黏土为各向同性介质，

其应力应变关系服从分数阶 Merchant 模型，且所有黏

弹性参数均为常数；②孔隙水和土颗粒的压缩可忽略

不计，孔隙水流动服从达西定律，且饱和软黏土的渗

透系数为常数；③土体变形十分微小，可忽略其对坐

标的影响；④采用 Terzaghi-Rendulic 固结理论，土体

中各点变形完全自由，且其所承受的总应力不随时间

变化。基于上述假设，饱和软黏土二维固结状态下超

孔隙水压力消散的偏微分方程可以表示为[10-12] 
w

1 0
v

( d )
t

xx yy t tu u u E u J
km  


      。  (7) 

式中  u为超孔隙水压力； xxu 和 yyu 分别为u关于 x
和 y的二阶导数； tu 为u关于 t的一阶导数； vm 为土

体压缩系数； k为渗透系数； w 为水的重度。 

图 2 半无限空间中洞周土体计算模型图 

Fig. 2 Model for soft soil around tunnel in half space 

饱和软黏土所占区域为一个带圆孔的半无限平

面，拥有地表和洞周内壁两个边界。在地表处，可以

认为其完全透水，即超孔隙水压力为零；在洞周内壁

处，通常按两种情况进行考虑：①施工期间，衬砌尚
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未完成，洞周内壁允许排水；②竣工后，洞周衬砌不

允许排水。因此，两种情况下的边界条件（分别记为

第一类边界、第二类边界条件）可以表示为 

 22 2
0

0
0

0
y

x y h r

u

u


  

 



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u
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


 。  (8) 

另外，在初始时刻 0t  时，饱和软黏土层中的超

孔隙水压力可表示为 
00
( , )

t
u u x y


   。            (9) 

将式（4）代入式（7）中，并进行拉普拉斯变换，

得到 
2 2
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式中， ( )u L u 。式（10）为拉普拉斯域内基于分数

阶 Merchant 模型的饱和软黏土中超孔隙水压力消散

控制方程。在拉普拉斯域内，第一、二类边界条件式

（8）可表示为 
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2  超孔隙水压力解答推导与验证 
2.1  保角变换 

为研究图 2 中所示 z平面内半无限空间中的单一

孔洞问题，需采用保角变换，将其可转换为 平面中

的圆环域问题，如图 3 所示。映射函数为[9-10] 

 1i
1

z a 



 


  ，            (12) 

式 中 ， iz x y  ， i (cos isin )         ，
2 2

0a h r  ，i 1  为虚数单位。根据映射函数(12)，
图 2 中 z平面上点 C和D点分别映射成为图 3 中 平

面上点 C 和 D 点；洞周线 0iz h r  映射为圆环

R  ，水平线 z z 映射为圆环 1  ，求解域 S区
域映射为两个圆环间的 S 区域。 

 

图 3 保角变换映射计算模型图 

Fig. 3 Model after conformal mapping 

利用映射函数式（12），方程（10）可以变换为 

   
2 2 2

w
2 2 2 2 2

v

1 1 4
(1 2 cos )

u u u a
km


       
  

   
    
  

 

01 ( )
1

su u
s 




    
   。          (13) 

式中， 为径向坐标， 为环向坐标。相应地，第一、

二类边界条件式（11）变换为 

1
0

0
R

u

u








 







, 

1
0

0
R

u

u


 





 







  ，       (14) 

式中， 2 2
0 0( ) /R h h r r   。 

2.2  超孔隙水压力解答推导 

方程（13）可采用分离变量法进行求解，令 
( , , ) ( , ) ( )u t W T t      ，     (15) 

上述解答形式的拉普拉斯变换为 
( , , ) ( , ) ( )u s W T s       。    (16) 

 将式（16）代入方程（13）中，得到如下两个方

程： 
1 2

, , 0W W W       ，       (17) 

2v
0 2

w

1 ( ) 0
1 4

km
sT T T

s a 




 
      

   。 (18) 

式中   2 1/ 2(1 2 cos )       ； 0T 为时间项函数

( )T t 的初始值，取 0 1T  ；为特征值。根据式（14），
方程（17）的第一、二类边界条件可表示为 

1

0

0

0

W

W
 

 





 



 ， 1

0

0

0

W

W
 

  





 



  ，     (19) 

式中， 2 1/ 2
0 (1 2 cos )R R     ， 1/ 2

1 (2 2cos )    。 
方程（17）为零阶 Bessel 方程，其通解为 

0 0( ) J ( ) N ( )W A B      ，     (20) 
式中， 0J 和 0N 分别为零阶 Bessel 函数和 Neumann 函

数，A和 B为待定系数。 
 将边界条件式（19）代入式（20）中，并确保式

（20）为非零解，即系数 A和 B不同时为零，则可得

到第一、二类边界条件下，关于的特征方程分别为 
0 1 0 0 0 1 0 0J ( )N ( ) N ( )J ( ) 0      ，  (21) 

0 1 1 0 0 1 1 0J ( )N ( ) N ( )J ( ) 0      。  (22) 

式中， 1J 和 1N 分别为一阶 Bessel 函数和 Neumann 函

数。特征方程（21）和（22）中均含有变量。对于

每个确定的值，均可从式（21）和（22）中分别求

出 n个特征值 n ，求解方法同文献[7]和[8]。第一类

边界条件下的特征值 n 由式（21）求得，记为 1n ；

第二类边界条件下的特征值 n 由式（22）求得，记为

2n 。对应于每个特征值 n ，方程（17）式的通解可

表示为 
0 0( ) J ( ) N ( )n n n n nW A B       ， (23) 
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式中， nA 和 nB 为待定系数。由式（19）中 1  处的

边界，可得 
0 1

0 1

J ( )
N ( )

n
n n

n

B A
 
 

    。         (24) 

将式（24）代入式（23）中，得到 

0 1
0 0

0 1

J ( )
( ) J ( ) N ( )

N ( )
n

n n n n
n

W A  
    

 
 

  
 

 。(25) 

另外，对于每个特征值 n ，式（18）可改写为 

,01 ( ) 0
1 n n n nsT T T

s  



      

   ，  (26) 

式中， 2 2
v w/(4 )n nkm a   ， ,0nT 为函数 ( )nT t 的初始值，

不失一般性，取 ,0 1nT  。求解方程（26），得到 
1

( 1) ( 1)n
n

sT
s s s

 

   

 
   

 


   
   。 (27) 

对式（27）两端做拉普拉斯逆变换，得到 
i

i

1 ( 1)e d
2πi ( 1) ( 1)

stc

n c
n

sT s
s s s

 

   

 
   

 

 

 


     ，(28) 

式中， c 为大于 nT 所有奇点实部的实数。通常，在

0 1  的情况下，式（28）无解析表达式，其可采

用 Crump 方法[36]进行计算： 

c

i π

1c c

e 1 i π( ) e
2

tct
T

n n nT T c T c
T T





  
     

   






   ， (29) 

式中， cT 拉普拉斯逆变换的计算时间周期，通常可取

为最大计算时间的两倍。 
对应于 n个特征值 n ，式（25），（28）均可分别

给出 n 个线性独立的解答 nW 和 nT 。将其进行线性叠

加，并代入式（15）中，可得到超孔隙水压力的解答

为 

 ( , , ) ( )n n
n

u t W T t  


  

0 1
0 0

0 1

J ( )
J ( ) N ( ) ( )

N ( )
n

n n n n
n n

A T t 
   

 

  
  

 
 。(30) 

式中，系数 nA 由初始条件确定，即 

0( )n
n
W u



   。           (31) 

将式（31）两端同时乘以 mW ，并将其沿  从 0 至

1 积分，则根据解答 nW 的正交性[3，10]，可得 

1

0

1

0

0 1
0 0 0

0 1
2

0 1
0 0

0 1

J ( )J ( ) N ( ) d
N ( )

J ( )J ( ) N ( ) d
N ( )

n
n n

n
n

n
n n

n

u
A









 
    

 

 
    

 

 
 

 
 

 
 




 。 (32) 

2.3  超孔隙水压力解答验证 

为了验证分数阶黏弹性地基中洞周超孔隙水压力

解答（30）的正确性，将其与已有的线弹性和黏弹性

地基中的洞周超孔隙水压力解答进行对比。当 0 
时，分数阶 Merchant 模型退化为线弹性模型。此时，

式（28）可表示为 
i

i

1 ( 2)e d e
2πi ( 2) 2

n

stc t
n c

n

T s
s


 

  

 


 

    ， (33) 

式中， 2 /( 2)n n     。对应的，超孔隙水压力解答

（30）可表示为 

e nt
n

n
u W 


   。          (34) 

当 1  时，分数阶 Merchant 模型退化为整数

阶 Merchant 模型。此时，式（28）可表示为 
i

i

1 ( 1)e d
2πi ( 1) ( 1)

stc

n c
n

sT s
s s s

 
   

 

 

 


     

,
2

1
,

1,1 ,2

1 1( 1) e n t
n

n n




  




      
 




 。   (35) 

其中， 
2

,1

,2

1 41 1
2

n n n
n

n

   


   

            
。(36) 

对应超孔隙水压力解答（30）可表示为 

,

12

,
1 ,1 ,2

( 1) 1 e n tn
n

n n n

Wu 
  






      
 






 。 (37) 

解答（34）与申林方等[9]所建立的线弹性地基中

洞周超孔隙水压力解答一致；解答（37）与詹美礼等[10]

所建立的整数阶 Merchant 黏弹性地基中洞周超孔隙

水压力解答一致。可见，本文解答是正确的，且线弹

性和整数阶 Merchant 黏弹性地基中洞周超孔隙水压

力解答为本文解答的两个特例。 

3  超孔隙水压力消散特性分析 
为分析分数阶黏弹性地基中洞周超孔隙水压力的

消散特性，选取某隧道工程参数为[10]：半径
0

5 mr  ，

埋深 15 mh  ，地面堆载 200 kPaq  ，饱和软黏土的

渗透系数 1.99 mm/dk  ，弹性模量 1 6 MPaE  ，泊松

比 0.3  ，黏滞系数 54.92 10 MPa d    。为简化分

析，假设地面堆载为大面积均布堆载，其在洞周饱和

软黏土中所引起的初始超孔隙水压力近似于均匀分布

且等于堆载集度 q，即 0u q 。根据上述参数，利用式

（30）即可计算获得分数阶黏弹性地基中洞周的超孔

隙水压力值。 
3.1  不同分数阶阶次下超孔隙水压力消散特性 

分数阶阶次 为分数阶 Merchant 模型描述饱和

软黏土变形特性的一个量纲为“1”参数。当其在 0
和 1 之间变化时，Abel 黏壶（也称为分数阶元件）的

受力特性将介于理想固体和理想流体之间。分数阶阶
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次 较小时，其受力特性与理想固体（即弹簧单元）

相似，力的大小受变形和刚度控制；而分数阶阶次 较

大时，其受力特性与理想流体（即黏壶单元）相似，

力的大小由变形率和黏滞系数控制。图 4 给出了不同

分数阶阶次下洞周饱和软黏土中 0  和 π / 2  处超

孔隙水压力的消散规律。限于篇幅，这里只给出洞周

内壁允许排水（即第一类边界）条件下的计算结果，

洞周内壁不允许排水（即第二类边界）条件下的计算

结果与之类似，不再列出。从图 4 可以看出，随着消

散时间的增大，洞周超孔隙水压力消散曲线出现相互

交叉的现象，即在不同的消散阶段，分数阶阶次 对

超孔隙水压力消散特性的影响是不同的。在消散初期，

分数阶阶次 越大，超孔隙水压力消散越快，即在同

一时刻，超孔隙水压力越小；而在消散后期，分数阶

阶次 越大，超孔隙水压力则消散越慢，即在同一时

刻，超孔隙水压力越大。上述现象是由分数阶元件的

力学特性所引起的。在消散初期，饱和软黏土层的变

形尚未得到充分发展，变形很小，其对土层有效应力

的影响很小。此时，土体有效应力主要由变形率所主

导。分数阶阶次 越大，分数阶元件的受力特性越接

近理想流体，其力的大小受到变形率的影响越大，从

而使得在相同变形率的条件下，所引起的土体有效应

力越大，即土体中的超孔隙水压力消散越快。而在消

散后期，饱和软黏土层的变形得到了充分的发展，其 
对土体有效应力起到了主导作用。在此阶段，分数阶

阶次 越小，则分数阶元件的受力特性则越接近理想

固体，其力的大小受变形的影响则更为明显，从而使

得相同变形的条件下，所引起的土体有效应力越大，

即土体中的超孔隙水压力消散越快；反之，分数阶阶

次 越大，土体中的超孔隙水压力消散则越慢。 
3.2  不同模量比下超孔隙水压力消散特性 

模量比 为分数阶 Merchant 模型中独立弹簧单

元的弹性模量 1E 与 Kelvin 体中弹簧单元的弹性模量

2E 之比。计算时， 1E 取为 6 MPa， 2 1 /E E  随着模

量比 发生变化。针对洞周内壁允许排水的情况，图

5 给出了不同模量比下洞周饱和软黏土中 0  和

π / 2  处超孔隙水压力的消散规律。可以看出，随

着模量比的增大，洞周超孔隙水压力消散越慢，即在

同一时刻，超孔隙水压力越大。这是因为，在给定 1E
的情况下，模量比 越大，所对应的 2E 则越小，即土

层越软。在超孔隙水压力消散即土体变形过程中，土

层越软，土中有效应力发展得越慢，从而使得超孔隙

水压力消散得越慢。在超孔隙水压力消散前期即土体

变形相对较小时，模量比 所产生的影响较小；而在

超孔隙水压力消散中后期即土体变形得到较为充分的

发展时，模量比 所产生的影响则变得较为明显。 

图 4 不同分数阶阶次下超孔隙水压力的消散规律 

Fig. 4 Dissipation of excess pore-water pressure under different  

.fractional orders 

 

图 5 不同模量比下超孔隙水压力的消散规律 

Fig. 5 Dissipation of excess pore-water pressure under different  

.modulus ratios 
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3.3  不同黏滞系数下超孔隙水压力消散特性 

黏滞系数是表征饱和软黏土流变特性的重要指标

之一。土体的黏滞系数越大，土体的流变特性越显著，

其沉降发展越缓慢，沉降完成所需的时间也越长[37]。

针对洞周内壁允许排水的情况，图6给出了不同黏滞系

数下洞周饱和软黏土中 0  和 π / 2  处超孔隙水压

力的消散规律。可以看出，不同黏滞系数下，洞周超

孔隙水压力的消散曲线出现相互交叉的现象，其与不

同分数阶阶次下超孔隙水压力的消散现象类似，如图4
所示。在消散前期，黏滞系数越大，超孔隙水压力消

散得越快，即同一时刻，超孔隙水压力值越小；而在

消散后期，黏滞系数越大，超孔隙水压力消散得越慢，

即同一时刻，超孔隙水压力值越大。这种现象与黏弹

性饱和软黏土一维固结中的超孔隙水压力消散现象相

同[38]，其可采用分数阶Merchant模型的力学特性来解

释。如图1所示，分数阶Merchant流变模型由一个独立

弹簧和一个Kelvin体串联组成，二者承受的应力值相

等，均为饱和软黏土所承受的有效应力。在消散前期，

特别是初始阶段，饱和软黏土层所产生变形还非常小，

其对土体有效应力的贡献和影响都很小。在这一阶段，

土体有效应力主要由Kelvin体中Abel黏壶承担。因此，

较大的黏滞系数会诱发较大的土体有效应力，从而加

速了超孔隙水压力的消散。在消散后期，饱和软黏土

中的变形已得到了较为充分的发展，其对土体有效应

力的贡献和影响变得更为明显，甚至起主导作用。土

体的黏滞系数越大，其沉降发展就越缓慢，即同一时

刻，沉降值越小。因此，在该阶段，黏滞系数越大，

其沉降和有效应力发展越缓慢，从而使得超孔隙水压

力消散得越慢。 
3.4  不同边界条件下超孔隙水压力分布和消散特性 

针对施工期间衬砌未完成和竣工后衬砌已完成的

两种情况，本文建立了洞周允许排水和不允许排水两

种边界条件下的超孔隙水压力解答。针对上述两种边

界条件，图 7 给出了洞周饱和软黏土中 0  和

π / 2  处在不同时刻的超孔隙水压力分布规律。可

以看出，洞周允许排水时，超孔隙水压力在径向坐标

 的两端为零，其沿径向坐标  呈现先增加而后减小

的分布规律；洞周不允许排水时，超孔隙水压力在靠

近洞周一侧为最大值，在远离洞周一侧为零，其沿径

向坐标  呈现逐渐减小的分布规律。在超孔隙水压力

消散初期，边界条件所产生的影响主要体现在靠近洞

周一侧；之后，其影响逐渐向远离洞周一侧延伸。此

外，图 7（a）和（b）的对比表明，与洞侧壁 0  处

超孔隙水压力的消散相比，洞顶 π / 2  处超孔隙水

压力的消散更快，且超孔隙水压力消散前期，边界条

件在洞顶 π / 2  处所产生的影响也更为明显。 

 

图 6 不同黏滞系数下超孔隙水压力的消散规律 

Fig. 6 Dissipation of excess pore-water pressure under different  

.viscosity coefficients 

 

图 7 不同边界条件下超孔隙水压力分布和消散规律 

Fig. 7 Distribution and dissipation of excess pore-water pressure  

.under different boundary conditions 
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4  结    论 
本文基于分数阶导数理论，借助保角变换、拉普

拉斯变换及逆变换方法，推导了分数阶 Merchant 模型

的柔度函数，建立了分数阶黏弹性地基中洞周超孔隙

水压力的解答及其计算方法，分析了分数阶阶次、模

量比、黏滞系数以及边界条件对超孔隙水压力消散特

性的影响，取得以下 4 点结论。 
（1）分数阶阶次和黏滞系数对超孔隙水压力消散

特性的影响均呈现两个不同的阶段：消散初期，分数

阶阶次和黏滞系数越大，超孔隙水压力消散越快；消

散后期，分数阶阶次和黏滞系数越大，超孔隙水压力

则消散越慢。 
（2）模量比越大即饱和软黏土层越软，超孔隙水

压力消散越慢，且模量比的影响在超孔隙水压力消散

中后期更为明显。 
（3）洞周允许排水时，超孔隙水压力沿径向呈先

增加后减小的分布规律；洞周不允许排水时，其沿径

向呈逐渐减小的分布规律。消散初期，边界条件对超

孔隙水压力消散的影响主要体现在靠近洞周一侧，之

后，其影响逐渐向远离洞周一侧延伸。 
（4）将本文解答退化为线弹性和整数阶黏弹性地

基的情况，并与已有解答进行对比，验证了本文解答

的可靠性。同时，本文解答将洞周超孔隙水压力消散

问题延伸至分数阶导数层次，更具一般性，可为相应

的工程实例分析提供理论支撑。 
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