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行波效应下黏弹性地基梁动力响应解析解 
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摘  要：弹性地基梁动力问题通常采用解析法和数值法进行分析，当可以应用解析法计算时效率更高。采用 Laplace 和
Fourier 变换，推导得出了黏弹性地基上受恒定轴向压力和横向行波作用下的无限长 Euler-Bernoulli 梁的解析解。经与

数值模拟结果对比，验证了解答的正确性；并以长隧道为应用实例，分析对比了行波频率、波速、轴力和地基刚度对

长隧道动力响应的影响，并得出了隧道内力响应受行波频率影响，频率越低，隧道内力响应越大，以及隧道内力响应

受行波波速影响，当行波波速接近临界波速时，隧道内力响应明显增大等结论。 
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Dynamic response of viscoelastic foundation beams under                   
traveling wave effect 

FENG Hao, YANG Yu-sheng, YU Hai-tao 
(Department of Geotechnical Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

Abstract: The dynamic problem of elastic foundation beams is usually analyzed by using the analytical and numerical methods, 

but the numerical method has a large amount of calculation, and the analytical method is usually more efficient. The analytic 

solution of infinite length Euler-Bernoulli beam on viscoelastic foundation subjected to constant axial pressure and transverse 

traveling wave is obtained by the Laplace and Fourier transforms. Compared with the numerical simulation results, the 

correctness of the solution is verified. Taking a long tunnel as an example, the influences of wave frequency, wave velocity and 

axial force and foundation stiffness on the dynamic response of the long tunnel are analyzed, and its internal force response 

affected by the wave frequency is obtained. The lower the frequency, the greater the internal force response of the tunnel. The 

internal force response is affected by the travelling wave velocity. When the travelling wave velocity is close to the critical 

velocity, the internal force response of the tunnel significantly increases. 
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0  引    言 
在隧道工程、交通工程等领域中，许多土–结构相

互作用问题都可以归纳为经典的弹性地基梁问题，长

隧道纵向抗震研究也属弹性地基梁动力问题[1]。弹性

地基梁动力问题分析方法主要包括解析法和数值法，

相比于数值分析法，适用的解析法效率更高。文献[2]
最早研究了 Winkler 地基上无限长 Bernoulli-Euler 梁

在移动集中荷载作用下的响应，文献[3，4]将 Kenney
的解推广到其他的移动荷载。文献[5]得到了有阻尼的

Winkler 地基梁在移动集中荷载下的稳态响应。文献

[6～7]将移动荷载表示为谐线荷载，利用关于时间和

空间的双 Fourier 变换推导了黏弹性地基上无限长梁

解析解。文献[8]采用同一方法求得具有与频率线性无

关的滞回阻尼的黏弹性地基上无限长梁在移动谐线荷

载下的动力位移响应。文献[9]推导了用剪切相互作用

弹性模拟黏弹性地基上无限长梁在移动集中荷载下稳

态响应解析解。文献[10，11]利用 Fourier 变换和

Laplace 变换，推导了任意荷载作用下黏弹性地基和

Pasternak 地基上无限长梁动力响应解析解。 
行波效应对隧道动力响应有显著影响[12]。本文采
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用 Laplace 和 Fourier 变换，推导黏弹性地基上受恒定

轴向压力和横向行波作用下的无限长 Euler-Bernoulli
梁解析解，与数值模拟结果对比验证了本文解答的正

确性。以长隧道为应用实例，分析对比了行波频率、

波速、轴力和地基刚度对长隧道动力响应的影响，对

隧道纵向抗震研究有一定指导意义。 

1  无限长梁模型 
黏弹性地基上无限长均质 Bernoulli-Euler 梁，梁

的轴线设为 x轴，如图 1 所示。梁的单位长度质量和

抗弯刚度分别为 A 和EI，支承地基单位长度的分布

弹簧刚度和阻尼系数分别为K和C。不考虑梁的内部

阻尼。假定梁受到沿轴向不随时间变化的轴向压力 N
和任意横向荷载 ( , )F x t 作用，相应的横向挠度响应为

( , )y x t ，则梁受迫振动的运动方程[13]为 
4 2 2

4 2 2

( , ) ( , ) ( , )+ ( , )y x t y x t y x tEI N Ky x t A
x x t


  

  
  

 

       ( , ) ( , )y x tC F x t
t





  。              (1) 

无穷远处梁的挠度、曲率、弯矩和剪力为 0，即

边界条件为 
( , )lim 0

n

nx

y x t
x





( 0,1,2,3)n    。   (2) 

假设梁开始处于静止状态，初始条件为 

0

0

( , ) 0 

( , ) 0 

t

t

y x t

y x t
t





 
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图 1 受恒定轴向压力和任意横向荷载作用下黏弹性地基上 

无限长 Bernoulli-Euler 梁 

Fig. 1 Bernoulli-euler beam of infinite length on viscoelastic  

     foundation under constant axial pressures and arbitrary  

..transverse loads 

方程（1）～（3）构成了黏弹性地基上无限长梁

振动问题的完整数学表达，任意荷载下梁的动力响应

可以通过求解上述偏微分方程得到。 

2  行波作用解析解 
定义 Fourier 变换和其逆变换为 

i( ) [ ( )] ( )e dxF f x f x x






  F  (Fourier 变换) ， (4) 

1 i1( ) [ ( )] ( )e d
2π

xf x F F   






  F  (Fourier 逆变换)。  

(5) 
定义 Laplace 变换和其逆变换为 

0

( ) [ ( )] ( )e dtF f t f t t


  L   (Laplace 变换) ，  (6) 

i
1

i

1( ) [ ( )] ( )e d
2πi

tf t F F






  
 



 

  L (Laplace 逆变换)。 

(7) 
式中，  为的实部。 

对式（1）两边空间变量 x作用 Fourier 变换 
4 2

i i
4 2

( , ) ( , )e d + e dx xy x t y x tEI x N x
x x

 
 
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2
i i
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t
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 

 

 


 

   

i i( , )e d ( , )e dx xy x tC x F x t x
t

 
 

 

 




   。  (8) 

将边界条件代入式（8），并考虑 Fourier 变换的微分性

质，则有 
2

4 2
2

( , )( ) ( , ) y tEI N K y t A
t


   


   

  

( , ) ( , )y tC F t
t







    。           (9) 

式中， ( )y t ， ， ( )F t ， 分别为 ( )y x t， ， ( )F x t， 的

Fourier 变换： 

 i( , ) ( , )e dxy t y x t x






    ，       (10) 

i( , ) ( , )e dxF t F x t x






    。       (11) 

对式（9）两边时间变量 t做 Laplace 变换： 
2

4 2
2

0 0

( , )( + ) ( , )e d e dt ty tEI N K y t t A t
t

    
 

 
  

 
   

0 0

( , ) e d ( , )e dt ty tC t F t t
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  
 

 


 
    。     (12) 

代入初始条件，并考虑 Laplace 变换的微分性质，

则有 
2 4 2( ) ( , ) ( , )A C EI N K y F              ，(13) 

式中， ( )y   ， ， ( )F   ， 分别为 ( )y t ， ， ( )F t ， 的

Laplace 变换： 

 
0
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则梁的横向挠度响应在波数域和频域内的解可以

表示为 

2 4 2

( , )( , ) Fy
A C EI N K

 
 

    


   


  。 (16) 

式（16）可变换为 
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A m b

 
 

  


 


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其中， 

2
Cm
A

   ，              (18) 

2
4 2
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4( )

EI N K Cb
A A A A
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   

     。 (19) 

式（17）可进一步变换为 

2 2

1 ( )( , ) ( , )
( ) ( ) ( )

by F
Ab m b


   

   


 
  。 (20) 

定义函数 ( )H  为 

2 2

( )( )
( ) ( )

bH
m b




 


 
  。       (21) 

定义 ( )h t 为 ( )H  的 Laplace 逆变换，则有 

1 1
2 2

( )( ) [ ( )]
( ) ( )

bh t H
m b


 

   
     
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  e sin[ ( ) ]mt b t   。           (22) 

又有 ( , )F t 为 ( , )F   的 Laplace 逆变换，即 
1( , ) [ ( , )]F t F   L   。            (23) 

利用卷积定理，则有 
1( ) ( , ) [ ( ) ( , )]h t F t H F     L  

( )
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对式（20）两边作 Laplace 逆变换，则有 
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                (25) 
将式（24）代入式（25）有 

( )

0
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t
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 
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(26) 
对式（26）两边做 Fourier 逆变换，则有 

1( , ) [ ( , )]y x t y t F  
i
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0
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
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 
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(27) 
又 

i( , ) ( , )e dsF F s s  






    ，    (28) 

将式（25）代入式（27）有 
i ( )1 e( , )

2π ( )

x s

y x t
A b



 

  

 

    
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0
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t
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  
 。(29) 

考虑函数奇偶性： 

i ( )

0

e d 2 cos[ ( )]dx s x s   
 





     。  (30) 

将式（30）代入式（29）有 

0

1 cos[ ( )]( , )
π ( )

x sy x t
A b


 

 




    
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0

( , )e sin[ ( )( )]d d d
t

m tF s b t s        
  
  。 (31) 

式（31）即为受恒定轴向压力和任意横向荷载作

用下黏弹性地基上无限长 Bernoulli-Euler 梁的横向响

应解。 
行波荷载可表示为 

0
( , )

sin 2π
F x t xP t

V



         

   
( )

( )

x Vt

x Vt




 ， (32) 

式中，P， 和 V分别为荷载幅值，频率和波速。 
将式（32）代入式（31），得 

( )

0 0 0

cos[ ( )]( , ) sin 2π e
π ( )

Vt
m tP x s sy x t

A b V




 
 


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    sin[ ( )( )]d d db t s      。            (33) 

式（33）即为受恒定轴向压力和横向行波作用下

黏弹性地基上无限长梁的横向位移解答。 
速度 ( )v x t， 和加速度 ( )a x t， 可以通过式（33）对

时间 t求一次导数和两次导数求得，即 

( )

0 0 0
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
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 ( )cos[ ( )( )] sin[ ( )( )] d d db b t m b t s         ，(34) 

( )
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 2 2 ( ) sin[ ( )( )] 2 ( )cos[ ( )( )]m b b t mb b t           
  d d ds     。               (35) 

弯矩 ( , )M x t 和剪力 ( , )V x t 可以通过式（31）对 x
求两次导数和三次导数再乘系数 ( )EI 得到： 

2
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  
 
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( )e sin[ ( )( )]d d dm t b t s          ，    (36) 
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3
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( )e sin[ ( )( )]d d dm t b t s          。    (37) 

前文推导基于假设
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0

( )

0 0

cos[ ( )] sin 2π e
π ( )

Vt
m tP x s s

A b V






  
 


             

sin[ ( )( )]d d db t s      。               (38) 

其中， 0 为方程（38）的正实根： 
2

4 2+ 0
4
CEI N K
A

 


     ，       (39) 

2
4 2

0 2( )
4( )
C EI K Nb
A A A A

  
   

     。 (40) 

对应的速度 ( , )v x t 、加速度 ( , )a x t 、弯矩 ( , )M x t 和

剪力 ( , )V x t 可类似求得。 

3  算例验证 
以下假设 C=0，即 0m  ，此时 4 2+EI N K     

2
4 2= + 0

4
C EI N K
A

 


  恒成立，梁的横向挠度响应

表达式取式（31）。 
3.1  行波荷载 

考虑内径和外径分别为 10.5，11.6 m 的无限长隧

道，假设隧道材料为线弹性均质各向同性材料，密度

和弹性模量分别为 2500   kg/m3和 E  3.55× 1010  
Pa。考虑轴向压力 N=20 kN。不考虑地基刚度和黏性，

即 0K  和 0C  。荷载取为从位置 x=0 处开始沿 x轴
正向传播的行波荷载，表达式见式（32），其中荷载幅

值、频率和波速分别取 P= 30 kN， 2  Hz 和V  200 
m/s。观测点选在 450x  m 处。解析解和数值解对比

如图 2 所示，可以得出解析解和数值解完全一致，验

证了本文解析解推导的正确性。 
3.2  一致正弦荷载 

一致正弦荷载可表示为 
( , ) sin 2πF x t P t    ( 00 x x≤ ≤ )  ，  (41) 

式中，P， 和 0x 分别为荷载幅值、频率和作用长度。 
将式（41）代入式（31）则得一致正弦荷载作用

下无限长梁的横向位移响应为 

( , )
π
Py x t
A

   
0

2π sin[ ( ) ] ( )sin(2π )b t b t   


     

  2 2 2 1
0sin( ) sin[ ( )] { ( )[4π ( )]} dx x x b b           。

 (42) 

图 2 行波作用下解析解和数值解对比（x=450 m） 

Fig. 2 Comparison between analytical and numerical solutions  

under action of traveling waves (x=450 m) 

速度、加速度、弯矩和剪力可类似求得。隧道模

型同 3.1 节，分别取 P=30 kN， 2   Hz， 0x =1000 m。

观测点选在 450x  m 处。解析解和数值解对比如图 3
所示，解析解和数值解的一致再次验证了本文推导的

正确性。对比图 2，3，可以明显看出，行波作用下隧

道内力响应明显大于一致正弦荷载作用。 

4  分析与讨论 
本节进一步分析行波频率、波速、轴向压力和地

基刚度对隧道内力响应的影响。 
4.1  行波频率的影响 

取不同行波频率 =2，4，6，8 Hz，模型其他参

数同 3.1 节，计算隧道受行波作用下的动力响应，结 
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图 3 一致正弦荷载作用下解析解和数值解对比（x=450 m） 

Fig. 3 Comparison between analytical and numerical solutions  

..under uniform sinusoidal loading (x=450 m) 

果如图 4 所示。可以看出，频率对隧道内力响应有显

著影响，频率为 2 Hz 时隧道内力响应最大，随着频率

增大，隧道内力响应减小。 
4.2  行波波速的影响 

取不同行波波速 V=200，400，600，800 m/s，模

型其他参数同 3.1 节，计算隧道受行波作用下的动力

响应，结果如图 5 所示。由图 5 可知，隧道内力响应

受行波波速影响，不同于行波频率的影响，当波速较

大或较小时，隧道内力响应都较小。由图 5 可知，隧

道响应随行波波速先增大后减小，V=400 m/s 时响应

达最大值。当波速接近临界波速（V=400 m/s）时，隧

道内力响应最大。 

 

图 4 不同频率行波作用下隧道内力响应（x=450 m） 

Fig. 4 Internal force responses of tunnel under action of traveling  

waves with different frequencies (x=450 m) 

 

图 5 不同波速行波作用下隧道内力响应（x=450 m） 

Fig. 5 Internal force responses of tunnel under action of traveling  

waves at different wave velocities (x=450 m) 

4.3  轴向压力的影响 

取混凝土屈服强度 s 50 MPa  ，则隧道轴向压

力上限值取 max sN A  9.5×108 N。分析取不同轴向

压力 N=0，1×107，3×108（N），模型其他参数同 3.1
节，计算隧道受行波作用下的动力响应，结果如图 6
所示。 

由图 6 可知，在行波作用下，当轴力小于 1×107 
N 时，隧道响应基本没有变化。当轴力大于 1×107 N
时，随着轴力增大，隧道响应速度、弯矩均减小。原

因在于，轴力提高了隧道整体性，降低了行波作用引

起的相邻隧道区段响应的差异性，进而减小了行波作

用下的隧道响应。实际工程中，盾构隧道受盾构机顶

推力和螺栓预紧力，沉管隧道受水力压接产生的轴向

压力，对隧道结构抗震是有利的，但轴力对隧道动力
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响应影响并不明显，隧道纵向抗震研究中可以不予考

虑。 

图 6 行波作用下不同轴力的隧道内力响应（x=450 m） 

Fig. 6 Responses of different coaxial forces in tunnel under action  

of traveling waves (x=450 m) 

4.4  地基刚度的影响 

不同地层条件，土的弹性模量分别取 E=26.18，
57.68，118.45，326.74，575.60 MPa，泊松比取   
0.3 [14]。根据 Hashash 等[15]的计算得地基分布弹簧刚

度 K=12.60×106，27.75×106，57.00×106，157.22×
106，276.96×106 N/m，模型其他参数同 3.1 节，计算

隧道受行波作用下的动力响应，结果如图 7 所示。 
由图 7 可知，随着地基刚度增大，隧道响应速度

和弯矩均明显减小，说明隧道地震响应受地基刚度影

响显著。结论与实际震害调查结果一致，土体弹性模

量越大，地层条件越好，隧道震害越轻。也验证了土

结构相对刚度比对地下结构的地震响应起主要控制作

用的结论[16]。 

 

图 7 行波作用下不同地基刚度的隧道内力响应（x=450 m） 

Fig. 7 Internal force responses of tunnel with different foundation  

 stiffnesses under action of traveling waves (x=450 m) 

5  结    论 
本文推导了黏弹性地基上受恒定轴向压力和横向

行波作用的无限长 Euler-Bernoulli 梁解析解，并分析

了各种参数对长隧道动力响应的影响，得到以下 5 点

结论。 
（1）解析解与数值解一致，验证了本文解答的正

确性。 
（2）隧道内力响应受行波频率影响，频率越低，

隧道内力响应越大。 
（3）隧道内力响应受行波波速影响，当行波波速

接近临界波速时，隧道内力响应明显增大。 
（4）隧道受到的轴向压力对隧道抗震是有利的，

但轴力对隧道内力响应影响很小，隧道纵向抗震研究

中可以偏安全不予考虑。 
（5）隧道内力响应受地基刚度影响，随着地基刚

度增大，隧道内力响应显著减小，验证了土结构相对

刚度比对地下结构的地震响应起主要控制作用的结

论。 
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