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摘  要：传统光滑粒子流体动力学（smoothed particle hydrodynamics，简称 SPH）方法的光滑粒子近似在粒子数量不足

的区域可能导致场函数及其梯度的不合理评价，从而引起物理量的非正常波动，即张力不稳定问题（tensile instability）。

针对当前研究较少关注岩土工程 SPH 方法精度问题的现状，提出了一种基于正则化修正的水土耦合 SPH 数值模型，较

好地避免了张力不稳定问题。在提出的模型中，根据 Biot 固结原理将固相（土骨架）和液相（孔隙水）分配到不同的

计算层，同时通过状态方程计算液相的压力变化，采用弹性模型描述土骨架的应力–应变关系。在三维水体溃坝模型

的模拟、无地下水和有地下水的堤防自重应力分析中应用了提出的 SPH 模型，并对比分析了有限元、未修正 SPH 和修

正 SPH 计算结果，表明基于正则化修正的 SPH 模型较未修正模型具有更好的精度，为 SPH 方法在岩土体渐进式破坏

问题上的应用提供了重要的参考意义。 
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Abstract: The smoothing approximation in the traditional smoothed particle hydrodynamics (SPH) method often leads to an 

unreasonable evaluation of field variables and their gradients in areas of boundary, free surface and interface of phases, called 

as the tensile instability that accounts for the fluctuations of pressure and stress. For the lack of researches on the accurate SPH 

model in geotechnical engineering, this research proposes a water-soil-coupled SPH model that is treated by the normalized 

correction and can avoid the tensile instability to some extent. In the proposed model, liquid phase (pore water) and solid phase 

(soil skeleton) are assigned to different layers according to the Biot’s theory of consolidation, the pressure of the liquid phase is 

calculated based on the equation of state, and the elastic model is used to describe the mechanical behavior of soil skeleton. The 

proposed SPH model is applied to the analysis of 3D dam-break case, geostatic stress states of a dike model without or with 

groundwater. By comparing the results of the corrected SPH model, uncorrected SPH model and FEM analysis, it has been proved 

that the corrected SPH model with good agreement with the FEM simulation has a better performance than the uncorrected model, 

and this research can provide several insights for the application of SPH method in geotechnical engineering. 
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0  引    言 
近年来逐步发展起来的光滑粒子流体动力学方法

（smoothed particle hydrodynamics，简称 SPH）在模

拟材料的大变形运动、自由界面以及变形边界等方面

具有独特的优势，因此在岩土工程领域得到了一定的

应用[1]。 
在边坡破坏研究方面，McDougall 等[2]、Huang
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等[3-5]、戴自立等[6]、胡嫚等[7]、Pastor 等[8]将 SPH 方

法与流体模型结合，对流态性滑坡的大变形运动过程

进行了数值模拟。在边坡稳定性分析方面，Bui 等[9]、

Nonoyama 等[10]、Peng 等[11]在 SPH 方法中引入弹塑性

模型，对边坡的稳定性进行了研究，展示了 SPH 方法

在边坡稳定性分析上的应用前景。Zhang 等[12-13]提出

了多相耦合 SPH 数值模型，并将其应用在堤防渗流破

坏研究上。Huang 等[14-15]分别采用宾汉姆流体模型、

水土两相 SPH 模型对液化后土体的大变形流动过程

进行了数值分析，揭示了大变形运动的动力学特征。

在城市固体废弃物流滑灾害研究方面，Huang 等[3]采

用宾汉姆流体模型进行了研究，得到了运动构型、运

动距离等动力学特征。 
可见，越来越多的学者开始在 SPH 方法的框架中

引入弹塑性模型，建立水土两相耦合模型研究岩土工

程中的复杂问题，并取得了一些有价值的成果。但是，

SPH 方法作为一种基于光滑粒子近似的无网格方法，

在边界面、自由面和各相交界面等粒子数量不足的区

域可能导致场函数及其梯度的不合理评价，从而引起

物理量的非正常波动，即张力不稳定问题[16]。已有的

研究很少关注 SPH 计算方法的精度问题，因此需要对

高精度 SPH 计算方法进行研究，提高计算精度。本研

究基于 Biot 固结原理提出了一种水土耦合 SPH 数值

模型，采用正则化修正在一定程度上解决了张力不稳

定问题。提出的模型被应用于三维水体溃坝流动模拟、

有无地下水的堤防自重应力分析中，通过对比分析有

限元、未修正 SPH 和修正 SPH 计算结果，验证与确

认了本文水土耦合 SPH 模型的精度。 

1  水土耦合 SPH 数值模型 
SPH的基本思想是将空间连续的实体离散成一系

列的质点，实体运动、变形等所有信息由这些质点承

载，同时追踪每个质点的运动，无网格及质点间相互

作用的特点使其更易处理大变形问题，从而消除了传

统拉格朗日方法中的网格畸变和扭曲等问题[17]。 
SPH 方法的核心问题包括函数的光滑近似逼近

（宏观变量函数用积分形式表示）和粒子近似逼近（参

考粒子的运动信息由影响半径内粒子的信息加权平均

近似）[18]，如图 1 所示。函数及其导数的光滑粒子近

似可以表示为 
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式中，W为光滑核函数，h为光滑长度，m为质量，ρ

为密度，x 为粒子的坐标信息，N 为影响范围内支撑

粒子的个数。 

 

图 1 SPH 方法中的粒子近似 

Fig. 1 Particle approximation in SPH method 

在提出的水土耦合 SPH 数值模型中，采用 Biot
固结理论[18]将孔隙水与土骨架分配在不同的计算层

上，即液体计算层和固体计算层（如图 2 所示）。不同

计算层上的物理量分配如下： 
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式中  n为孔隙率； fp 为孔隙水压力； 为有效应力，
s 为土骨架密度； f 为水密度； mn 为克罗内克函数。 

 

图 2 SPH 模型中的固体计算层和液体计算层 

Fig. 2 Calculating layers of solid and liquid in SPH model 

SPH 方法的基本控制方程包括连续方程、动量方

程和能量方程。由于本研究算例都假设为等温条件，

所以在这里不考虑能量方程。针对液相（孔隙水）和

固相（土骨架），连续方程可以表示为 
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式中，Wij为粒子 j 在粒子 i 处的光滑核函数，v 为速

度，m和 n为坐标轴，i和 j为粒子指标。 
动量方程由牛顿第二定律推导得出，孔隙水的动

量方程如下所示： 
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式中， f
mn 为孔隙水的应力张量，m和 n为坐标轴，i

和 j为粒子指标，Fi为外力， sfR 为土骨架施加在孔隙

水上的耦合作用力。 
众所周知，水是不可压缩的流体，但是不可压缩

流体的计算难度较大，因此须引入“人工压缩率”将

水视作一种假想的可压缩流体[19]，建立状态方程为 
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式中， f
0p 为初始压力， f

dp 为压力的变化量， f
0 为孔

隙水的初始参考密度， f 为连续方程计算得到的密

度。指数 7.0 可以较好地描述水的不可压缩性，即较

小的密度变化就能产生较大的压力变化。同时引入黏

滞系数，得到孔隙水应力张量的计算公式[20]： 
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式中   为黏滞系数， 为应变变化率，可以由下式

获得 
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土骨架的动量方程可以表示为 
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式中， s
mn 为土骨架的总应力张量，m和 n为坐标轴，

i 和 j 为粒子指标，Fi为外力， fsR 为孔隙水施加在土

骨架上的耦合作用力。人工黏度项 ij 被用来防止粒

子的非物理穿透，计算方法在文献[21]中列出。 
为了便于计算和对比，土骨架的力学行为采用弹

性模型描述。弹性模型的应力应变关系可以表示为 
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ij ijkl klD      。           (12) 

对于平面应变问题， 
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式中，E 为弹性模量， 为泊松比。由弹性模型计算

得到的有效应力代入式（4）中，可以得到土骨架的总

应力张量。 
水土之间的耦合作用力计算表达式为 

w
sf 2 s f

1

, ( )
N

ijm
im j ij ijm jm im

j soil j j

R gR m W R n v v
k


 

   ，(16) 

w
fs 2 f s

1 water

, ( )
N

ijm
im j ij ijm jm im

j j i

R gR m W R n v v
k


 

   ，(17) 

式中，n为孔隙率，k为渗透系数，g为重力加速度。 
本研究采用 3 次样条函数作为光滑核函数，其表

达式为 
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式中，s=|x-xj|/h， d 在二维条件下为 15/(7πh2)，在三

维条件下为 3/(2πh3)。 
链表搜索方法因其较高的精度和效率被用作邻近

支撑粒子的搜索方法，时间积分方法采用二阶龙格库

塔积分方法。另外，本文模型采用 Takeda 等 [20]和

Morris等[22]的边界处理方法计算边界粒子对自由粒子

的阻挡效应，该方法假定边界粒子对自由粒子速度的

影响与它们之间的速度差、相对距离相关。 

2  张力不稳定及正则化修正 
传统的 SPH 光滑近似（公式（1））和粒子近似（公

式（2））在边界面、自由面和各相交界面等位置将会

导致场函数的不合理评价，从而引起物理量的非正常

波动，即张力不稳定，表现为当粒子之间的应力为张

力时，粒子会相互吸引，形成大量粒子的团聚[21]，使

得不同区域的应变计算出现波动，呈现出不同大小应

变和应力互层的现象。Swegle 等[23]采用 Von Neumann
判据对张力不稳定进行了研究，发现造成不稳定的根

本原因是核插值改变了粒子之间的本构关系，进而改

变了原始偏微分方程的性质。Vignjevic 等[16]、Johnson
等[24]采用的正则化修正方法有效地保证了近似的线

性一致性，在一定程度上解决了张力不稳定问题。

Chen 等 [25]在正则化修正的基础上提出了 CSPM
（corrective smoothed particle method）方法，其在求

解域内具有二阶精度，在边界处具有一阶精度。这些

研究多集中在力学、航空、航天等领域，正则化修正

在岩土工程中的研究却很少见。 
根据 Vignjevic 等[16]的研究，宏观函数光滑近似的

正则化修正可以表示为 
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式中，A为影响域。 
由此可以得到粒子近似的正则化修正表达式： 
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其偏微分形式可以表示为 
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使用式（20）、（21）可以完成对连续性方程和动

量方程的正则化修正，实现对粒子密度、应变、应力、

加速度、速度等的合理加权平均，避免对物理量的过

大或过小评价，同时结合式（11）中的人工黏度项和

CFL（Courant-Friedrichs-Lewy）积分收敛条件，能够

在一定程度上避免压力、应力等的波动现象，解决张

力不稳定问题。 

3  三维水体溃坝的 SPH 数值模拟 
为了验证本文 SPH 数值模型在模拟水体流动上

的精度，本研究将其应用在三维水体溃坝的大变形流

动模拟中。三维水体溃坝的离散模型如图 3 所示，在

初始状态，水体静止不动，计算开始后，在重力作用

下运动。边界粒子在整个模拟过程中始终保持静止。

水粒子总数为 18081，密度为 1000 kg/m3，黏度为 0.001 
Pa∙s，总步数为 3000 步，单位时间步长为 0.0001s。 

 

图 3 三维水体溃坝的 SPH 离散模型 

Fig. 3 SPH discrete model of 3D water dam-break 

图 4 是未修正 SPH 数值模型计算得到的水体在

2000 步和 3000 步的流动构型，图 5 则是修正 SPH 数

值模型计算得到的流动构型。可以看出，未修正 SPH
得到的流动距离较修正 SPH 模型远，而修正 SPH 模

型的粒子排列更加整齐。这是因为正则化修正使得压

力、加速度、速度等物理量的评价更加平均，导致粒

子分布的整齐程度提高，流动距离相应地减少。 

 

图 4 未修正 SPH 数值模型计算得到的流动构型 

Fig. 4 Flowing configurations of uncorrected SPH model 

 

图 5 修正 SPH 数值模型计算得到的流动构型 

Fig. 5 Flowing configurations of corrected SPH model 

为了更好地说明修正 SPH 模型的准确度，采用

Martin 等[26]提供的经验公式和试验数据作为参照标
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准，将对比结果显示在图 6 中。图 6 中，T=t(2g/L)-0.5 
是转换后的无量纲流动时间，Z=X/L 为转换后的无量

纲流动距离，X 为计算得到的流动距离，L 是水体的

底部宽度（0.1 m）。未修正 SPH 计算结果和修正 SPH
计算结果的运动距离在流动后期都比参考标准大，但

是修正 SPH 的计算结果更加接近经验公式的计算结

果，具有更好的精确性。 

 

图 6 三维水体流动距离的对比 

Fig. 6 Comparison of flowing distances of 3D dam-break 

4  堤防自重应力的 SPH 数值分析 
本文将提出的水土耦合 SPH 数值模型应用到了

堤防渐进式破坏研究中的必要环节——自重应力分析

上，并使用 DBLeaves 有限元程序[27]作为对照的标准。

本节的数值模拟考虑了两种工况：无地下水的工况和

有地下水的工况。堤防模型的尺寸、SPH 离散后的粒

子分布及有限单元网格显示在图 7 中。 

 

图 7 堤防算例的 SPH 离散模型和有限元网格 

Fig. 7 SPH discrete model and FEM mesh of dike 

SPH 离散模型有 1542 个边界粒子，4885 个土粒

子，2211 个地下水粒子，计算总步数为 30000 步，单

位时间步长为 2.0×10-5 s。FEM 离散模型中有 1418
个节点，1303 个四节点单元，9 个 3 节点单元。具体

的计算参数见表 1。 

表 1 计算参数 

Table 1 Calculation parameters 

土颗粒密度

/(g·cm-3) 

弹性模量

/MPa 
泊松比 孔隙比 

水密度

/(g·cm-3) 

黏度 

/(Pa·s) 

2.644 0.1 0.25 0.727 1.0 0.001 

图 8 为无地下水工况堤防在 30000 步的垂直应力

分布云图（单位：Pa），分别显示了有限元、未修正

SPH 和修正 SPH 计算结果，方框处的局部扩大图展示

在图 9 中。可以看出，未修正和修正 SPH 计算结果在

总体上跟有限元计算结果比较吻合，堤防的表面垂直

应力较小，堤防内部的垂直应力较大。但是，从细节

上，未修正 SPH 数值模型的垂直应力在边界附近呈现

出不同应力互层的现象，即应力波动，主要原因是边

界处支撑粒子数量不足，光滑粒子近似的精度不够，

使得物理量的光滑性和连续性得不到保证。与之相对

的是，修正 SPH 模型在很大程度上减少了不同应力互

层的现象，避免了应力波动问题。 

 

图 8 无地下水堤防的垂直应力分布图 

Fig. 8 Distribution of vertical stress of dike without groundwater 

图 10 为无地下水堤防在 30000 步的 3 个截面（如

图 7 所示）垂直应力随深度的变化曲线，分别显示了

有限元、未修正 SPH 和修正 SPH 计算结果。垂直应

力随着深度呈线性增加，在堤防的顶部区域，SPH 计

算结果与 FEM 计算结果较为相符，但是随着深度增

加出现了偏差。尽管如此，SPH 计算结果表现出来的

垂直应力随着深度的变化规律和趋势与 FEM 计算结

果一致。比较未修正 SPH 和修正 SPH 的计算结果，

可以看出未修正 SPH 得到的曲线在堤防底部边界区

域出现了明显的波动现象，并且随着深度增大，波动
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幅度也在增大，这与图 8，9 的现象一致。修正 SPH
模型的曲线波动幅度小得多，说明了正则化修正 SPH
模型能够提高光滑近似在边界处的精度和效率，在一

定程度上避免张力不稳定带来的应力波动问题。 

 

图 9 垂直应力分布图的局部放大 

Fig. 9 Locally enlarged distribution of vertical stress 

 

图 10 无地下水堤防垂直应力随深度的变化规律 

Fig. 10 Relation between vertical stress and depth of dike without  

.groundwater 

无地下水堤防在 30000 步的水平应力分布云图显

示在图 11 中（单位：Pa）。其中，水平应力在堤防坡

脚及两边的基底层附近达到较大值，中间区域的水平

应力最小。另外，修正 SPH 模型比未修正模型更接近

于有限元计算结果，表明正则化修正 SPH 模型的精度

较未修正模型有了一定的提高。 

 

图 11 无地下水堤防的水平应力分布图 

Fig. 11 Distribution of lateral stress of dike without groundwater 

有地下水工况下未修正 SPH 模型和修正 SPH 模

型在 30000 步的堤防垂直应力分布云图显示在图 12
中（单位：Pa）。由于孔隙水压力的作用，堤防的最大

垂直应力较无地下水工况小。从细节上，未修正 SPH
数值模型的垂直应力在底部边界附件呈现出应力波动

现象，而修正 SPH 模型在很大程度上避免了这种现

象。 

 

图 12 有地下水堤防的垂直应力分布图 

Fig. 12 Distribution of vertical stress of dike with groundwater 

图 13 是有地下水工况堤防截面 3（如图 7 所示）

的垂直应力随深度的变化曲线（30000 步）。可以看出，
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垂直应力随着深度呈线性增加，地下水位以下垂直应

力与无地下水工况相比变小。在堤防的顶部区域，未

修正 SPH 模型和修正 SPH 模型的计算结果较为接近。

而在地下水位以下，未修正 SPH 模型计算得到的垂直

应力与深度成波动关系，并且越接近边界波动幅度越

大。与之相对的是，修正 SPH 计算结果中地下水位以

下垂直应力与深度的线性关系依然很明显，说明了正

则化修正的水土耦合 SPH 数值模型能够提高 SPH 方

法在边界处的精度和效率。 

 

图 13 有地下水堤防垂直应力随深度的变化规律（截面 3） 

Fig. 13 Relation between vertical stress and depth of dike with  

groundwater (Cross-section 3) 

5  结    论 
针对传统 SPH 计算方法的张力不稳定问题，本文

提出了一种基于正则化修正的水土两相耦合 SPH 数

值模型，并将其应用于三维水体溃坝的大变形流动模

拟、堤防自重应力分析中。得到以下 5 点结论。 
（1）基于 Biot 固结理论将孔隙水与土骨架分配

在不同的计算层上，孔隙水的压力变化由状态方程进

行计算，土骨架的力学行为则由弹性模型描述。 
（2）三维水体溃坝流动模拟中，正则化修正使

得水粒子物理量的评价更加平均，粒子分布整齐程度

提高，相应地流动距离也更加接近已有文献中的数

据。 
（3）无地下水工况和有地下水工况的堤防自重

应力分析中，提出的正则化修正水土耦合 SPH 数值模

型提高了 SPH 方法在边界处的精度和效率，很大程度

地避免了张力不稳定问题带来的应力波动现象。 
（4）本研究初步探讨了 SPH 方法中的张力不稳

定问题，并采用正则化修正在一定程度上提高了计算

精度，为 SPH 方法在岩土体渐进式破坏问题上的应用

提供了重要的参考意义。 
（5）未来可以在本文 SPH 方法的基础上进行岩

土体渐进式破坏问题的工程实例和防治措施研究，进

一步验证计算精度和揭示破坏机理，并评判不同防治

措施。 
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