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多元不排水长短桩复合地基固结解析解 
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摘  要：多元复合地基是一种新型的复合地基技术。推导出瞬时加荷条件下多元不排水长短桩复合地基桩间土的固结
方程，基于双层地基一维固结理论建立了相应的固结解析解。通过与有限元解的比较验证了解析解的正确性。利用建

立的固结解析解进行参数分析，研究了多元不排水桩长短桩复合地基的固结特性。计算结果表明，多元不排水长短桩

复合地基的固结速率随长桩压缩模量和置换率的增加而增大。短桩压缩模量和置换的变化对复合地基固结速率的影响

很小。短桩较短时，短桩长度的变化对复合地基固结速率几乎没有影响，短桩较长时，复合地基固结速率随短桩长度

的增加而增大。此外，多元不排水长短桩复合地基的固结速率随短桩以下土体压缩模量的增加而增大。 
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Analytical solution for consolidation of a composite ground with              
impervious multi-long-short piles 
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(1. Department of Civil Engineering, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China; 2. China Shanghai 

Architectural Design and Research Institute Co., Ltd., Shanghai 266044, China) 

Abstract: The impervious multi-long-short piles-reinforced ground is a new type of composite ground technology. The 

equations governing the consolidation of the surrounding soils within the composite ground are derived under instantaneous 

load. The analytical solutions are then developed for the consolidation of the composite ground based on the one-dimensional 

consolidation theory of a double-layer ground. The comparison of the consolidation rates from the proposed analytical solution 

with the FEM is made to verify the correctness and accuracy of the proposed analytical solutions. Parametric study is conducted 

to investigate the consolidation behavior of this new type of composite ground using the proposed analytical solutions. The 

results show that the consolidation rate of the composite ground with impervious multi-long-short piles increases with the 

increase of the area replacement ratio and the constrained modulus of the long piles. The area replacement ratio and the 

constrained modulus of the short piles have insignificant influences on the consolidation rate of the composite ground. When 

the short piles have shorter lengths, the variation of the length of the short piles has little influences on the consolidation rate of the 

composite ground. The consolidation rate increases with the increase of the length of the short piles when the short piles are long 

enough. Furthermore, it increases with the increase of the constrained modulus of the soil bellow the tip of the short piles.  

Key words: impervious multi-long-short pile; composite ground; analytical solution; consolidation; FEM 

0  引    言 
根据桩体的透水性能，复合地基分为排水桩复合

地基和不排桩复合地基。散体材料桩复合地基为排水

桩复合地基，水泥土桩、CFG桩等黏结材料桩复合地
基则为不排水桩复合地基。 

复合地基固结理论是复合地基理论的重要组成部

分。以砂井地基固结理论为基础，散体材料桩复合地

基固结理论的研究取得了很大进展，建立的固结解析

解
[1-10]
可以考虑涂抹和井阻效应、桩周土水平向渗透

系数沿径向变化、桩体径向和竖向组合渗流、变荷载

作用、附加应力沿地基深度线性变化、桩体固结和侧

向变形、固结非线性以及软土未打穿等复杂因素的影

响。 
不排水桩复合地基承载力高，控制沉降效果好，

目前在世界各国都得到了的广泛应用，其固结问题已
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受到国内外学者关注。杨涛等
[11-12]
和 Miao 等[13]

采用

复合模量法，分别给出瞬时和分级加荷情况下端承和

悬浮不排水桩复合地基固结解析解。考虑到不排水桩

复合地基中桩体并不固结，卢萌盟等
[14]
和 Yang 等[15]

分别推导出不排水桩复合地基桩间土和下卧层土的固

结方程，建立了瞬时和分级加荷情况下端承和悬浮不

排水桩复合地基固结解析解。 
由不同材料桩组成的多元复合地基融合了各桩型

的优点，可以节约工程造价。因此，近十余年来多元

复合地基在中国得到了大量应用。一些学者[16-20]通过

现场和室内试验等方法研究了多元复合地基的承载特

性，闫明礼等[21]和郑俊杰等[22]建立了多元复合地基承

载力和沉降的计算方法。 
目前提出的复合地基固结解析算法都是针对单一

材料桩复合地基建立的，不适合分析多元复合地基的

固结问题。多元复合地基固结计算理论尚未有研究成

果报道。有鉴于此，本文推导多元不排水长短桩复合

地基的固结方程并建立相应的固结解析解，通过固结

度解析解与有限元解的比较验证解析解的正确性。最

后，利用建立的固结解析解进行参数分析，研究多元

不排水长短桩复合地基固结特性。 

1  计算模型与基本假定 
1.1  计算模型 

在多元不排水长短桩复合地基中选取典型单元

体（unit cell）作为固结模型进行固结分析，如图 1所
示。A和 B分别代表长桩和短桩。长、短桩均正方形
布置，间距均为 s，长桩打穿软土层。  

图 1 多元复合地基固结模型 

Fig. 1 Consolidation model for multi-pile composite ground 

根据短桩长度将复合地基加固区分为上、下两部

分。上、下部加固区厚度分别 H1和 H2。kv1，Es1和 cv1

分别为上部加固区桩间土的竖向渗透系数、压缩模量

和竖向固结系数，kv2，Es2和 cv2分别为下部加固区桩

间土的竖向渗透系数、压缩模量和竖向固结系数。复

合地基表面作用荷载为 p。 
1.2  计算假定 

为建立多元不排水长短桩复合地基固结解析解，

本文采用如下基本假定： 
（1）土体处于完全饱和状态，仅发生竖向渗流，

土体中水的流动符合 Darcy定律。 
（2）长、短桩都为不排水桩，内部不产生超静孔 

隙水压力。 
（3）等应变条件成立。即任意深度内桩和土的竖

向变形相等。 
（4）固结过程中土体渗透系数、压缩模量等物理

力学参数保持不变。 
（5）荷载均布且瞬时施加，固结过程中保持不变。 

2  桩间土的固结方程 
2.1  上部加固区固结方程 

在上部加固区任意深度处，由竖向力的平衡条件

有 
1 2 s1 1 p1 2 p2(1 )m m m m pσ σ σ− − + + =  ，  (1) 

式中，m1和 m2分别为长、短桩的置换率， s1σ ， p1σ 和

p2σ 分别为上部加固区任意深度处桩间土、长桩和短桩

的竖向平均总应力。 
由等应变假定有 

p1 p2s1 s1
v

s1 p1 p2

u
E E E

σ σσ
ε

−
= = =  ，        (2) 

式中， p1E 和 p2E 分别为长、短桩的压缩模量， s1u 为上
部加固区土体内任意深度处的平均超静孔隙水压力，

vε 为复合地基任意深度处的竖向应变。 
由式（1）、（2）有 

1 2 s1
v

comp1

(1 )p m m u
E

ε
− − −

=   ，          (3) 

comp1 1 p1 2 p2 1 2 s1 (1 )E m E m E m m E= + + − −  ， (4) 

式中，Ecomp1为上部加固区的复合压缩模量。 
利用式（3）得到竖向应变关于时间的偏导数： 

v s11 2

comp1

( )1
E

um m
t t

ε − −
= −

∂ ∂
∂ ∂

  。     (5) 

由于桩为不排水桩，桩间土中的孔隙水仅会竖向

流动。由质量守恒定律有 
2

v v1 s1
2

w

k u
t z

ε
γ

= −
∂ ∂
∂ ∂

  ，           (6) 



第 12期                     杨  涛，等. 多元不排水长短桩复合地基固结解析解 

 

2197 

式中， wγ 为水的重度。 
将式（5）带入式（6）得   

1 2

2 2
comp1 v1s1 s1 s1

v1e2 2
w(1 )m m z

E ku u uc
t zγ

= =
− − ∂

∂ ∂ ∂
∂ ∂

 ， (7) 

comp1 v1 1 p1 2 p2
v1e v1

1 2 w 1 2 s1( ) ( )
1

1 1
E k m E m E

c c
m m m m Eγ

+
= =

− − −

 
+ 

− 
，(8) 

式中，cv1=Es1kv1/ wγ 。cv1e为考虑长、短桩影响后桩间

土的等效竖向固结系数。 
式（7）即为上部加固区桩间土的固结控制方程。 

2.2  下部加固区固结方程 

在下部加固区任意深度处，由竖向力的平衡有  
1 s2 1 p1(1 )m m pσ σ− + =   ，       (9) 

式中， s2σ 为下部加固区任意深度处桩间土的竖向平

均总应力。 
由等应变假设得 

p1s2 s2
v

s2 p1

u
E E

σσ
ε

−
= =   ，         (10) 

式中， s2u 为下部加固区任意深度处桩间土的平均超静
孔隙水压力。 
由式（9）、（10）可得 

1 s2
v

comp2

(1 )p m u
E

ε
− −

=   ，        (11) 

comp2 1 p1 1 s2(1 )E m E m E= + −   ，   (12) 

式中，Ecomp2为下部加固区的复合压缩模量。 
由式（11）可得 

1v s2

comp2

(1 ) um
t E t

ε∂ ∂−
= −

∂ ∂
  。       (13) 

由质量守恒定律有 
2

v v2 s2
2

w

k u
t z

ε
γ

∂ ∂
= −

∂ ∂
  。          (14) 

将式（13）代入式（14）可得     
2 2

comp2 v2s2 s2 s2
v2e2 2

1 w(1 )
E ku u uc

t m z zγ
∂ ∂ ∂

= =
∂ − ∂ ∂

 ， (15) 

comp2 v2 1 p1
v2e v2

1 w 1 s2

1
(1 ) (1 )
E k m E

c c
m m Eγ

 
= = + − − 

 ， (16) 

式中， v2ec 为考虑长桩影响后下部加固区桩间土的等

效竖向固结系数，cv2=Es2kv2/ wγ 。 

式（15）即为下部加固区桩间土的固结控制方程。 

3  求解条件与固结解析解 
3.1  求解条件 

（1）边界条件 
考虑单面排水，即复合地基顶面排水底面不排水，

则边界条件如下： 

s10 : ( , ) 0z u z t= =   ，          (17) 

s2 ( , )
: 0

u z tz H
z

∂
= =

∂
  。        (18) 

（2）上、下加固区分界面连续性条件 
将式（1）、（9）用有效应力表示，在上、下加固

区分界面上有 
z=H1: 1 2 s1 s1 1 p1 2 p2(1 )( )m m u m mσ σ σ− − − + +  

1 s2 s2 1 p1(1 )( )m u mσ σ= − − +   。     (19) 

由式（1）、（9）、（19），可得分界面孔压连续性条
件如下： 

1 :z H= 1 2 s1 1 s2(1 ) (1 )m m u m u− − = −  。 (20) 

分界面渗流连续性条件为 

1 :z H= s1 s2
1 2 v1 1 v2(1 ) (1 )

u um m k m k
z z

∂ ∂
− − = −

∂ ∂
。(21) 

（3）初始条件 
由式（3）、（11）可得初始条件为 

s1
1 2

s2
1

1
0 :

1

pu
m m

t
pu
m

 = − −= 
 =
 −

  。        (22) 

3.2  方程与求解条件的变换 

为便于固结方程在上述求解条件下求解，引入如

下函数变换： 
s1 1 2 s1ˆ (1 )u m m u= − −   ，          (23) 

s2 1 s2ˆ (1 )u m u= −   。               (24) 

显然， s1û 和 s1û 分别是复合地基上、下加固区任
意深度处的平均孔压。 
将式（23）、（24）代入式（7）、（15），得到

变换后的固结控制方程组： 
2

s1 s1
v1e 2

2
s2 s2

v2e 2

ˆ ˆ
 

ˆ ˆ
 

u uc
t z

u uc
t z

∂ ∂
= ∂ ∂


∂ ∂ = ∂ ∂ 

，

。

             (25) 

将式（23）、（24）代入式（17）、（18）、（20）～
（22），得到变换后的求解条件： 

s1ˆ0 : ( , ) 0z u z t= =   ，           (26) 

s2ˆ ( , )
: 0

u z tz H
z

∂
= =

∂
  ，         (27) 

1 s2
1 s1 s2 v1 v2

ˆ ˆ
ˆ ˆ: , su uz H u u k k

z z
∂ ∂

= = =
∂ ∂

  ， (28) 

s1 s2ˆ ˆ0 :t u u p= = =   。             (29) 
3.3  固结解析解 

从固结方程式（25）和求解条件式（26）～（29）
可以发现，除了固结控制方程中的固结系数被 cv1e和

cv2e代替外，变换后的固结方程和求解条件与谢康和
[23]

瞬时加荷作用下双层地基的控制方程和求解条件是相
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同的，这样，多元不排水长短桩复合地基的固结问题

就可以转化表面受荷载 p作用，上、下层固结系数分
别为 cv1e和 cv2e的双层地基的固结问题了。  
定义如下 4个无量纲的量： 

comp2

v2

v1

comp1 1

1 2

2

1

(1 )

( )

 

 
1

 

 

E

ka
k

E m
b

m m
Hc
H

b
a

µ

−

− −

= 



= 


= 



= 


，

，

，

。

         (30) 

基于谢康和[23]双层地基一维固结理论，很容易得

到 s1û 和 s2û 如下： 
2
n v

s1 n n
1 1

ˆ ( , ) sin e T

n

zu z t p C
H

λλ
∞

−

=

 =  
 

∑   ，  (31) 

2
n vn n

s2 n
1 n 1

sin( )ˆ ( , ) cos e
cos( )

T

n

C H zu z t p
c H

λλ
µλ

µ λ

∞
−

=

− =  
 

∑ ，(32) 

2

2 2

2
v v1e 1

2cos ( )
 

[cos ( ) sin ( )]

/   

n
n

n n n

cC
c bc

T c t H

µ λ
λ µ λ λ


= + 

= 

，

。

    (33) 

nλ 为以下特征方程的根： 

tan( ) tan( ) 1n nab cλ µ λ =   。       (34) 

利用式（23）、（24）即可得到上、下加固区桩间
土的平均超静孔隙水压力：  

2
n v

s1 n n
11 2 1

( , ) sin e
1

T

n

p zu z t C
m m H

λλ
∞

−

=

 =  − −  
∑ ，(35) 

2
n vn n

s2 n
11 n 1

sin( )
( , ) cos e

1 cos( )
T

n

Cp H zu z t
m c H

λλ
µλ

µ λ

∞
−

=

− =  −  
∑ 。 

(36) 
由于 s1û 和 s2û 分别是复合地基上、下加固区任意

深度处的平均孔压，则多元不排水长短桩复合地基按

沉降定义的固结度 Us和按孔压定义的固结度 Up按下

式计算[23]： 
1

1

1

1

s1 s20
1 2

s

s1 s20
1 2

1 ˆ ˆ( , )d ( , )d
1

1 ˆ ˆ( ,0)d ( ,0)d

H H

H

H H

H

bcu z t z u z t z
H HU bcu z z u z z
H H

+
= −

+

∫ ∫

∫ ∫
，(37) 

1

1

1

1

s1 s20
1 2

p

s1 s20
1 2

1 ˆ ˆ( , )d ( , )d
1

1 ˆ ˆ( ,0)d ( ,0)d

H H

H

H H

H

cu z t z u z t z
H HU cu z z u z z
H H

+
= −

+

∫ ∫

∫ ∫
。(38) 

将式（29）、（31）、（32）代入式（37）、（38）可
以得到 

2

s
1

1 e
(1 )

n vTn

n n

CU
bc

λ

λ

∞
−

=

= −
+∑   ，         (39) 

2
v

p
1

[ (1 )cos( )]
1 e

(1 )
n Tn n

n n

C b bU
b c

λλ
λ

∞
−

=

+ −
= −

+∑  。 (40) 

如果 m1=m2=0，Es1= Es2=Es，kv1= kv2=kv，则多元

不排水长短桩复合地基变为单层均质天然地基。此时，

H1=H，特征值 nλ =(2n-1)π/2=M，Cn=2/M，故固结度
解答式（39）、（40）变为 

2
v

s p
1

21 e M T

n
U U

M

∞
−

=

= = − ∑  ，        (41) 

v
v 2

v s
v

w

 

 

c tT
H
k Ec
γ

= 

=


，

。

                     (42) 

式（41）为太沙基一维固结解答。这样，多元不
排水长短桩复合地基固结解析解就退化为太沙基解

答。 

4  算例验证 
复合地基厚度 H=20 m，长、短桩直径均为 0.4 m，

短桩长度 14 m，长、短桩均正方形布设，间距都为
1.2 m。地基土、长、短桩的压缩模量、泊松比和渗透
系数见表 1所示。 

表 1 材料模型参数 

Table 1 Model parameters of materials 

    为研究解析解对刚、柔性基础下多元不排水长短
桩复合地基固结分析的适用性，考虑复合地基表面有、

无 0.4 m厚混凝土板二种情况进行有限元分析。混凝
土板模拟刚性基础，无混凝土板模拟柔性基础。混凝

土板的弹性模量为 21 GPa，泊松比为 0.16。按图 1选
择典型单元体作为有限元分析模型。考虑基础板时模

型尺寸为 1.2 m×1.2 m×20.4 m。模型底边界水平与
竖直方向位移全约束，不排水。4 个竖直边界面都是
对称面，故约束其法线方向位移，不排水。复合地基

表面为自由边界，排水。均布荷载 p=68 kPa瞬时施加。
有限元分析中将圆形截面桩按面积相等原则转换为方

形截面桩，图 2给出刚性基础下复合地基有限元分析
网格，模型采用 8节点六面体单元（C3D8P）离散，
单元数 3280，结点数 4158个。 
采用ABAQUS有限元软件进行算例有限元分析。

桩、地基土和混凝土板采用线弹性模型，桩和地基土

类别 压缩模量/MPa 泊松比 渗透系数/(m·s-1) 

长桩 500 0.20 － 

短桩 100 0.25 － 

地基土 3.0 0.35 10-8 
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的弹性模量 E 可根据其压缩模量 E1和泊松比ν 按式
E=(1+ν )(1-2ν ) E1/(1-ν )近似估算[24]

。 
图 3给出解析解与有、无基础板情况下有限元法

获得的复合地基平均固结度 Us随时间因数 Tu=cv1t/H2 
变化曲线的比较。图 3表明，固结度解析解较之刚性
基础下复合地基有限元解数值略大，二者之差的绝对

值最大不超过 5.5%；解析解较之柔性基础下复合地基
有限元解数值略小，二者之差的绝对值最大不超过

7.7%。算例表明，由于采用了等应变假设，本文固结
解析解更适合刚性基础下多元不排水长短桩复合地基

的固结分析，解析解具有足够的计算精度。 

图 2 有限元网格 

Fig. 2 Finite element mesh 

图 3 解析解与有限元解的比较 

Fig. 3 Comparison between analytical and FEM results 

5  固结性状分析 
复合地基厚度 H=20 m。作为比较的基准，桩间

土压缩模量 Es1=Es2= 3 MPa。短桩长度 H1=14 m，长、
短桩置换率 m1=m2=0.09，其压缩模量分别为 Ep1=1000 
MPa和 Ep2=100 MPa。 
（1）长桩参数的影响 
图 4给出多元不排水长短桩复合地基固结速率随

长、短桩压缩模量比 Ep1/Ep2 变化曲线，短桩模量

Ep2=100 MPa。图 4清楚地表明，长桩压缩模量的变化
对复合地基固结速率的影响很大。复合地基固结速率

随长桩压缩模量的增加而显著增大，但固结速率的增

加率逐渐减少。 
长桩置换率 m1 的变化对多元不排水长短桩复合

地基固结速率的影响见图 5所示。图 5表明，复合地
基的固结速率受长桩置换率的影响较大，长桩的置换

率越大，复合地基固结越快，但固结速率增加率逐渐

减少。 

图 4 Ep1/Ep2对复合地基固结速率的影响 

Fig. 4 Influence of Ep1/Ep2 on consolidation rate 

图 5 m1对复合地基固结速率的影响 

Fig. 5 Influence of m1 on consolidation rate 

（2）短桩参数的影响 
图 6 给出不同短桩长度 H1下多元不排水长短桩

复合地基的固结度曲线。从图 6中可见，短桩长度较
小时（如 H1＜12 m），复合地基的固结速率几乎不随
短桩长度的增加而变化。短桩长度超过 12 m 以后，
复合地基固结速率随短桩长度的增加而逐渐变大， 但
增幅较小。如固结 15d时，短桩长度从 6 m增加到 19 
m，复合地基的固结度从 64.4%增加到 73.3%，短桩桩
长增加了 2.2倍，而固结度数值仅仅增加了 0.14倍。 
图 7 给出不同短桩长度情况下短桩压缩模量 Ep2

的变化对多元不排水长短桩复合地基固结速率的影 
响。从图 7中可以看出，短桩较短时，随着短桩压缩
模量的增加，复合地基的固结速率逐渐降低；短桩较

长时，复合地基的固结速率随短桩压缩模量的增加而
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逐渐增大，但增大或减小的幅度都很小，总的来说，

短桩压缩模量的变化对多元不排水长短桩复合地基固

结速率的影响很小。 

图 6 H1对复合地基固结速率的影响 

Fig. 6 Influence of H1 on consolidation rate  

图 7 Ep2对复合地基固结速率的影响 

Fig. 7 Influence of Ep2 on consolidation rate 

图 8 给出短桩置换率 m2的变化对多元不排水长

短桩复合地基固结速率的影响，短桩长度 H1=14 m。
图 8表明，在固结初期，复合地基的固结速率不随短
桩置换率的增加而变化，而在固结中、后期，复合地

基的固结速率随短桩置换率的增加而增大，但增幅非

常小，据此可以认为，短桩置换率的变化对多元不排

水长短桩复合地基固结速率的影响很小。 
（3）地基土相对刚度的影响 
考虑上、下加固区土的刚度不同。图 9给出下、

上加固区桩间土压缩模量比Es2/Es1对多元不排水长短

桩复合地基固结速率的影响，Es1=3 MPa。从图 9中可 

以发现，多元不排水长短桩复合地基的固结速率随着

下层土体压缩模量的增加而增大，也就是说，短桩桩

端以下土的刚度越大，复合地基的固结就越快。 

图 8 m2对复合地基固结速率的影响 

Fig. 8 Influence of m2 on consolidation rate 

图 9 Es2/Es1对复合地基固结速率的影响 

Fig. 9 Influence of Es2/Es1 on consolidation rate 

6  结    论 
本文建立了多元不排水长短桩复合地基固结解析

解，通过参数分析研究了这种新型复合地基的固结特

性。主要结论如下： 
（1）本文固结解析解与刚性基础下多元不排水长

短桩复合地基固结有限元解数值十分接近，与柔性基

础下复合地基有限元解数值也相当接近。 
（2）短桩置换率和刚度的变化对多元不排水长短

桩复合地基固结速率的影响很小。复合地基固结速率

随短桩长度的增加而增大，但增幅不大。 
（3）多元不排水长短桩复合地基的固结速率受长

桩置换率和刚度的影响较大。长桩置换率和压缩模量

越大，多元不排水长短桩复合地基固结越快。复合地

基固结速率的增加率随长桩置换率和压缩模量的增加

而逐渐减小。 
（4）多元不排水长短桩复合地基的固结速率与上、

下加固区土体的相对刚度有关，复合地基的固结速率

随短桩以下土体压缩模量的增加而逐渐增大。 
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