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摘  要：粒状材料被广泛应用于岩土工程中，其颗粒级配变化特性会影响材料的力学性能特别是承载力特性。为了更

好地描述级配对粒状材料力学性能的影响，基于弹塑性力学和临界状态土力学，将依赖颗粒级配的临界状态线引入到

一个简单的本构模型中。应用此模型来模拟不同粒状材料（DEM 理想球体、人工材料玻璃球和天然砂土 Hostun 砂）的

三轴排水/不排水实验。结果表明：此模型仅采用一组级配相关的临界状态参数就可以统一描述不同颗粒级配粒状材料

的力学响应。 
关键词：颗粒级配；粒状材料；本构模型；临界状态 

中图分类号：TU43       文献标识码：A       文章编号：1000–4548(2015)02–0299–07 
作者简介：刘映晶（1985– ），男，广东汕头人，博士，主要从事土体本构关系及地下工程等方面的研究。E-mail: 

liuyj301@gmail.com。 

Constitutive modeling for granular materials considering grading effect 
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Abstract: The granular materials are widely used in geotechnical engineering, whose grading changing feature will affect their 

mechanical behavior obviously, especially the bearing capacity. In order to well describe the influence of grain-size distribution 

on the mechanical behavior of granular materials, a simple constitutive model taking into account the grading-dependent critical 

state line is developed within the framework of elasto-plasticity and the critical state theory. The model is used to simulate the 

drained and undrained triaxial compression tests on different types of granular materials (DEM ideal sphere, artificial material 

glass ball and natural material Hostun sand). It is found that only one group of grading-dependent critical state parameters is 

needed for describing the mechanical response of granular materials with different gradings.  
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0  引    言 
粒状土材料广泛应用于岩土工程中，比如堆石大

坝、砂性地基等，往往涉及到级配变动引起的工程问

题。室内研究和工程实践表明粒状材料在荷载作用下

破碎引起的级配变化，对粒状土材料的力学性质会产

生明显影响[1-4]。 
室内实验研究发现加载过程中材料颗粒破碎导致

的颗粒级配变化会引起试样体积收缩和峰值强度的降

低[5-6]。随着颗粒级配的拓宽，砂土的不均匀系数 Cu

逐步增大，相应的临界状态线（CSL）在 e– p平面

上逐渐降低[7-8]。李罡等[9]采用 3 种不同粒状材料（理

想 DEM 球体、玻璃球和 Hostun 砂），详细研究了不

同粒状材料在不破碎情况下当前级配对材料排水力学

特性的影响，特别是对材料临界状态线的影响。他们

指出粒状材料的力学性能是级配相关性的：随着不均

匀系数 Cu的增大，临界状态线在 e– p平面上逐步降

低，临界状态参数参照孔隙率 eref 和斜率以及不均

匀系数 Cu存在幂相关变化规律。这些结论对岩土工程

中的粒状土材料问题都是非常重要的。因此本文尝试

将这些规律考虑进本构模型使其得到更好的运用。 
当前，许多用于粒状材料特别是砂土材料的本构
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模型[10-14]都是基于临界状态土力学框架，极少本构模

型考虑了砂土材料初始颗粒级配的影响，如 Wood 等
[15]基于 2D-DEM 模拟的结果提出了一个考虑颗粒级

配影响的本构模型，但缺乏室内试验验证。为了获得

粒状材料颗粒级配力学特性的更加一般性运用，本文

基于 3 种不同粒状材料（理想材料 DEM 球体、人工

材料玻璃球和天然材料 Hostun 砂）的三轴排水/不排

水剪切试验结果，提出一个简单的级配相关应变硬化

弹塑性本构模型描述粒状材料级配变化的力学特性。 

1  本构模型 
1.1  模量定义 

弹性应变增量可以采用以下弹性法则进行： 
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式中，G 和 K 是次弹性剪切模量和体积模量[12, 16-17]： 
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其中，G0 和 K0 均为弹性参数，pa 是用作参考压力的

大气压强。 
K0 由一个各向同性压缩三轴试验校核得到，而

G0 可以由一个三轴排水剪切实验应力应变曲线的初

始斜率校核得到。通过泊松比常量 ν，G0也可以通过

下式计算得到： 
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1.2  屈服及硬化准则 

类似许多砂土本构模型[18-19]，本文模型采用的剪

切屈服面的形状在 q– p平面上是线性的，表达如下： 

Sf H    ，             (5) 

式中， =q/ p，H 是硬化变量， 
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其中，Gp 是用于控制双曲线关系 η- p
d 的初始斜率，

可以通过拟合较小应变范围下排水三轴试验的偏应力

应变曲线来获得；Mp为表观应力比，对于三轴压缩试

验，表观应力比 Mp=6sin p /(3-sin p )，其中 p 为表观

摩擦角。 
1.3  流动准则 

为了考虑剪切过程中粒状土材料的剪胀剪缩特

性，本文采用一个 Roscoe 型的剪胀方程： 
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式中，D 是剪胀参数，可以从排水实验中体积应变的

变化来拟合得到。Mpt 是砂土相变线[20]或者特征线[21]

的斜率，可以通过下式确定： 

c pt ctan tane e    ，            (8) 

ppt pt t6sin /( )3M sin     。       (9) 
其中，ec是临界状态孔隙比， c 为临界状态摩擦角， pt
为相变状态摩擦角。 
1.4  临界状态线 

自从 Roscoe 等[22]提出临界状态概念后，临界状

态理论被广泛运用于岩土本构模型中。达到临界状态

的两个条件是材料达到临界状态应力比和临界状态孔

隙比。通常临界状态孔隙比是作为岩土材料松密程度

的参照。Been 等[23]将状态参数定义为当前孔隙比与相

同压力下的临界孔隙比之差；Biarez 等[24]则将材料的

松密程度定义成另一种形式 ec/e，本文采用后者结合

相应的临界状态方程表达如下： 
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式中，e 是当前孔隙比，ec是当前平均有效应力 p对
应的临界状态孔隙比。eref确定了临界状态线的位置，

 决定了临界状态线的斜率，而 是材料常数。因此，

对于给定的粒状材料，其临界状态线可以由参数 eref

和确定，而 pa和ξ是常数(本研究中 pa = 101.3 kPa，
 = 0.9[25])。 

根据 Biarez 等的研究结果[24]，材料表观摩擦角 p
与材料的临界状态摩擦角 c （对于三轴压缩试验，临

界应力比 Mc=6sin c /(3-sin c )）和材料的密实状态 ec/e
有关联： 

p c ctan tane e    。            (11) 
Mp 是通过临界状态应力比 Mc和密实状态 e/ec获

得的。式（11）意味着对于松散颗粒体系的表观摩擦

角 p 小于临界状态摩擦角 c ，并且在达到临界状态时

等于临界状态摩擦角；另一方面，对于密实颗粒体系，

表观摩擦角 p 大于临界状态摩擦角 c ，材料内部的自

锁程度很高。 
1.5  临界状态线的级配效应 

采用图 1 所示颗粒级配曲线配置了 3 种不同材料

（DEM 理想球体、玻璃球和 Hostun 砂）的三轴试样，

并进行了传统三轴排水和不排水剪切试验。试验中，

在最高围压 400 kPa 下加载后测得玻璃球试样的破碎

指标 Bg
[26]几乎为 0%，而 Hostun 砂试样的 Bg 低于

1.2%，这个破碎程度的影响几乎可以忽略。 
基于 3 种材料的三轴排水/不排水剪切实验结果，

将剪切达到临界状态/静止状态时的实验结果绘制到 q
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– p平面和 e– p平面，进一步确定不同排水条件下

粒状材料的临界状态线，如图 2 所示。数值试验和室

内实验结果均表明，同一级配颗粒材料的临界状态线

在排水和不排水条件下是一致的。不同颗粒级配粒状

材料在 q– p平面上的临界状态线是线性的；而在 e
– p平面上临界状态线则是颗粒级配相关性的，其位

置随着粒状材料颗粒级配的拓宽（不均匀系数的增加）

而下移。 

 
图 1 颗粒级配曲线 

Fig. 1 Grain-size distribution 

为了更好地运用这一个关系，将临界状态参数参

考孔隙比 eref和斜率λ与材料颗粒级配指标 Cu通过一

个简单的指数函数来描述如下： 
, ,e0 0 e0 0 e0, 0 uexp( )+ c Cf a b        。  (12) 

式中，f 代表 eref 或者。ae0，be0，ce0，a，b和 c
分别是拟合参数。 

其拟合曲线如图 3 所示，参考孔隙比 eref和斜率 λ
随着粒状材料不均匀系数 Cu的提高而降低，临界状态

参数呈现出级配相关性。而对于不均匀系数较大的室

内玻璃球试验和 Hostun 砂试验结果可以发现，在其不

均匀系数 Cu＞10 以后，临界状态参数趋于稳定。证

实了 Biarez 等[7]提出的临界孔隙比与不均匀系数 Cu

几乎呈指数下降，直到 Cu=10 后临界孔隙比趋于稳定。 
由此可见，粒状材料的临界状态线的位置在较小

颗粒级配系数的情况下（例如 Cu=1.0～10.0）是级配

相关性的，而对于颗粒级配演化到一定程度（不均匀

系数 Cu>10.0）的粒状材料，其临界状态线趋于稳定。

据此规律，将式（12）引进本构模型以考虑粒状材料

颗粒级配演化对材料临界状态线的影响。 

 
图 2 3 种材料的临界状态线 

Fig. 2 Critical state lines of three kinds of materials 
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图 3 临界状态系数随不均匀系数变化规律 

Fig. 3 Relationship between critical state parameters and coefficient of uniformity Cu 

图 4 DEM 试样的排水压缩试验的模型参数校核 

Fig. 4 Calibration of model parameters of drained compression tests on DEM specimens 

表 1 模型参数值 

Table 1 Values of model parameters 
临界摩擦角 弹性 塑性硬化 剪胀性 级配效应(eref) 级配效应(λ) 

参数 
φμ/(°) G0 

K0 Gp D ae0 be0 ce0 aλ0 bλ0 cλ0 
DEM 20.5 75 100 0.004 1 0.58 1.0 1.2 0.0068 0.0008 0.3200 
玻璃球 20.7 64 85 0.004 1 0.33 0.43 0.2 0.0037 0.0035 0.2100 

Hostun 砂 28.4 34 45 0.004 1 0.33 0.43 0.2 0.3300 0.4300 0.2000 

1.6  模型参数的确定 

本文提出的本构模型需要校核 11 个参数。这些材

料参数大部分可以直接从标准室内试验得到。对于每

种材料，本模型所需要的参数只需要进行一个初始各

向同性压缩后排水或者不排水剪切至试样破坏的三轴

试验就可确定。具体确定流程如下： 
（1）K0由一个各向同性压缩三轴试验校核得到；

由于本文没有进行小应变试验，G0按照式（4）取值，

泊松比常量 ν 假定为 0.2。 
（2）Gp 通过拟合三轴试验的 q– a 曲线的初始

斜率得到（如 a <2 %）。 
（）c由三轴试验的最终应力比确定。 
（4）ae0，be0，ce0，aλ0，bλ0 和 cλ0 分别是使用式

（12）拟合的参数，这些参数将级配效应考虑进本构

模型中。  
图 4 举例展示了采用本文模型校核 400 kPa 围压

下 DEM 试样的排水剪切响应，其它材料均可采用相

同方法校核得到相应的模型参数，见表 1。 

2  试验验证 
采用上述本构模型及其参数，对本研究所涉及的

3 种不同材料的排水/不排水力学响应进行模拟，以展

示本模型在预测粒状材料三轴剪切特性的能力。 
图 5 给出了采用本文模型预测 DEM 数值排水剪

切试验的结果。模型很好的捕捉了不同围压下不同颗

粒级配（Cu=1.4～5）理想球形材料体的排水力学响应。

模型充分重现了粒状材料的剪胀剪缩力学特性：如不

同初始孔隙比（e0=0.741，0.725，0.664）的 Cu=1.4
试样在相同围压下加载表现出不同的剪胀减缩特性；

而不均匀系数 Cu=5.0 的粒状材料在剪切过程中几乎

都是剪缩特性。不同级配下理想粒状材料剪切到大应

变情况下（>25 %），材料的力学状态均能到达临界状

态，出现常剪偏应力和常孔隙比状态。粒状材料三轴

排水剪切下的这些力学特性，该本构模型都能一一反

映出来。 
图 6 给出了本构模型预测不同粒状材料的三轴不
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排水剪切力学特性。图 6（a）～6（c）为 3 种粒状材

料的应力应变响应曲线；图 6（d）～6（f）给出了 3
种材料剪切过程的应力路径。DEM 试样在 100 kPa 的

围压下进行不排水剪切，其偏应力水平在加载初期逐

渐上升，达到峰值后迅速下降，到达所谓的相变状态[24]

后偏应力继续爬升直到达到临界状态。在相同围压下，

3 个不同颗粒级配的 DEM 试样表现出不同的抗剪强

度，是级配相关性的。同样地，粒状材料的抗剪强度

随着颗粒级配的拓宽而下降的规律可以在 400 kPa 围

压下的玻璃球剪切试验和 100 kPa 围压下的 Hostun砂
剪切试验中发现，表现为偏应力水平随着材料不均匀

 

 

 

图 5 模型模拟不同颗粒级配 DEM 试样的三轴排水压缩剪切实验结果 

Fig. 5 Model simulations of drained triaxial compression tests on DEM specimens with different gradings 
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图 6 模型模拟不同材料的三轴不排水压缩剪切试验 

Fig. 6 Model simulations of undrained triaxial compression tests on different materials 

系数 Cu的升高而降低。由图中可见，本文提出的本构

模型能够很好的预测不同材料的不排水剪切特性，并

且模拟出其抗剪强度随材料颗粒级配变化的特性和材

料在临界状态下的力学特性。 
总而言之，本文提出的本构模型具有较强的预测

能力，采用一组参数可以模拟不同颗粒级配下粒状材

料的三轴排水和不排水剪切应力应变响应以及级配相

关的临界状态特性。 

3  结    语 
本文基于 3 种不同材料（理想材料、人工材料和

天然材料）的数值和室内三轴排水/不排水试验结果，

得到了颗粒级配对粒状材料的应力应变特性和临界状

态力学特性的影响。建立了颗粒级配指标不均匀系数

Cu与粒状材料临界状态参数的对应关系。 
基于临界状态土力学理论，将粒状材料级配相关

临界状态力学特性引进本构模型。该模型形式较为简

单，仅采用一组级配相关的临界状态参数就可以描述

不同颗粒级配粒状材料的力学响应。模型很好的描述

了粒状材料成功预测了粒状材料级配相关的排水和不

排水抗剪特性以及临界状态特性。相同围压下粒状材

料偏应力水平随着材料不均匀系数 Cu的升高而降低。

模型模拟结果与数值试验、室内试验的结果较为吻合。 
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