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摘  要：采用 Biot 固结方程，分别以等长和不等长两桩为分析对象，将受竖向荷载作用的桩土体系分解成半空间饱和

扩展土和虚拟桩，基于竖向应变协调关系建立桩土相互作用的第二类 Fredholm 积分方程，求解出不同固结状态时的桩

身轴力分布。在等长两桩中，由于邻近桩的存在，桩身附加轴力主要分布于桩身 20%～80%深度处，其影响程度随着

桩间距的增加而减弱。进一步将等长两桩分析扩展至群桩研究中，分析表明：群桩效应引起了桩顶荷载的不均匀分布；

土体固结对桩身内力分布也有一定的影响，固结后角桩承担的荷载有所下降。桩长不等时，长短桩之间的相互作用效

应并不一致，表现为两桩桩顶承受相同荷载时长桩沿桩身附加轴力增加较短桩明显。最后，将不等长桩相互作用系数

应用于群桩的优化分析中，在保证总桩长和桩基沉降基本相当的情况下，通过调整不同位置的桩长使得各桩受力趋于

合理。 
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Integral equation method for interaction effect of stress of vertically loaded             
pile groups considering consolidation 
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Abstract: The interaction effect of stress is obtained for two vertically loaded piles which are of equal or different pile lengths 

embedded in the homogeneous poroelastic saturated soils governed by the Biot’s theory. The pile-soil system is decomposed 

into an extended soil and two fictitious piles, and the compatibility condition between the axial strain of the fictitious piles and 

the extended soil is established. This approach yields the governing Fredholm integral equations of the second kind, and the 

basic unknowns of the axial force and settlement along the pile shaft are calculated. For the piles with the same length, the 

additional force along the pile shaft can be observed at 20%~80% depth of pile length due to the adjacent pile and decreases 

with the pile spacing. Extending two-pile model into pile group analysis, pile group effect will lead to the differences in load at 

the pile heads. The consolidation effect can alter the distribution of axial stress along the pile shafts. The loadings acting on the 

corner piles decrease. For the piles with different dimensions, the interactions among long and short piles are different, and the 

additional axial force along the long pile is greater than that along the short one. The combination of long and short piles is 

applied to the optimization of pile groups. The results show that adjusting the pile length within a pile group can reduce the 

differential pile-head loadings without increasing the total pile length and pile-head settlement. 

Key words: integral equation method; dissimilar pile; pile group effect; Biot consolidation; additional axial force 

0  引    言 
由于群桩中各桩的相互作用而产生的群桩效应，

使得群桩基础的承载力往往并不等于相同条件下各单

桩的承载力之和，各桩沿桩身的荷载传递特性与单桩

相比也会有不同程度的变化[1]。当群桩的数量较多时，
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群桩效应也较为复杂[2]。两桩模型作为最简单的群桩

系统，将其与单桩进行对比，得到两桩的相互作用效

应，如桩顶附加沉降和桩身附加应力[3-4]，在此基础上

扩展至群桩的研究之中[5-8]。 
传统的两桩相互作用效应研究通常假定两桩的尺

寸和材料力学参数相同，桩顶所受荷载相同[9]，通过

限定条件分析桩的长径比、桩土刚度、桩间距等关键

参数对两桩相互作用效应的影响。而随着群桩优化思

想的广泛应用，两桩分析中出现了不同长度桩的相互

作用分析[7, 10-11]。 
在上述研究中，均假定土体为单相介质，不考虑

土体固结后桩的沉降和应力重分布的影响。而在软土

地区，桩通常是埋置于饱和软土中，不考虑土体固结的

影响显然是不够严谨的。针对此类问题，王建华等[12-13]

考虑土体的固结和流变特性建立了饱和地基中单桩沉

降的积分方程方法，并推广至群桩分析。而在数值模

拟方面，考虑固结的桩筏基础内力[14]、引入地基土弹

塑特性[15]和群桩–土刚性承台[16]等方面的研究。笔者

曾采用积分方程对单相介质中的复合型群桩进行积分

方程解答[17]，并给出了两桩相互作用系数的研究结果[18]，

同时，针对软土固结问题采用 Biot 方程考虑土体的固

结效应，分析等长基桩背景下的群桩作用分析[19]。在

本文中，桩土体系分成半空间扩展土和虚拟桩[20]，基

于两者之间的应变协调条件建立第二类 Fredholm 积

分方程，通过数值方法进行求解，得出不同固结状态

下沿桩身受力情况，进一步分析不等长桩体的受力变

形情况。同时，结合群桩优化中调节桩长的思想，采

用不同桩长的两桩相互作用分析，并将其应用于 5×5
的群桩优化设计案例中。 

1  两桩相互作用模型的建立与求解 
1.1  两桩相互作用模型 

图 1（a）表述了相同的 2 根圆形桩埋置于半空间

饱和土中，桩长 L，桩径 d，桩的弹性模量为 Ep，桩

间距为 s，桩顶受到相同的荷载 N(0)。半空间饱和土

的弹性模量为 Es，泊松比为s，渗透系数为 k，土体

表面可渗透。坐标轴 z 为深度方向。桩土模型分解为

半空间扩展土和 2 根虚拟桩，如图 1（b）所示，虚拟

桩的弹性模量为 *
p p sE E E  ；为简化模型，假定虚拟

桩与土体有相同的渗透系数。 
（1）虚拟桩 
假定虚拟桩桩顶承受 N*(0)的拉力，则半空间扩展

土相应位置承受 N(0)+N*(0)的压力，两者之和等于真

实荷载 N(0)。根据作用力与反作用力的原则，每根桩

沿桩身各处及相应区域(z)内的扩展土存在竖直均布

荷载 q(z) (0＜z＜Li)，在桩端底面则为 N*(Li)，大小相

同，方向相反。为简洁表达，现仅对 P1桩进行说明，

其研究理论和计算步骤同样适用于 P2桩。其应力应变

关系和一维应变位移关系如下： 
*

* 1
p1 *

p1 p1

( )( ) N zz
E A




   ，           (1a) 

*
1

1
( )( ) dN zq z

dz
   ，           (1b) 

式中， *
p1( )z ，q1(z)， *

1 ( )N z 分别为虚拟桩 P1 沿 z 方

向的应变、剪切力和轴力。 

 

图 1 半空间土中竖向受荷桩模型建立和分解 

Fig. 1 Geometry of two vertically loaded piles embedded in 

semi-infinite soils and decomposition scheme 

（2）半空间扩展土 
当圆形均布荷载作用于半空间均质土中，由Biot

固结理论可以得出以下控制方程： 

   2
2

1 1(2 1) 0r
S

e Pu
r r G r


        

   
 ， (2a) 
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S

1(2 1) 0z
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z G z


 

    
 

 ，      (2b) 

          2 ec P
t


  


  。               (2c) 

式中  ur，uz分别为土体r和z方向的位移；P为超静孔

压；Gs为土体剪切模量； 2 为Laplace算子；t为时间； 
s

s

1
1 2










； r r zu u ue
r r z

 
  
 

为体积应变； c   

s2G k


，为水的重度。 

引入McNamee等[21]位移函数E和S，并满足 

       2 Ec E
t


  


  ，            (3a) 
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           0S    。                (3b) 
对式（3a）、3（b）进行0阶Laplace-Hankel变换，

得 
0

0
0 0

( , , ) e J ( ) ( , , )d dstE z s r r E r z t r t 
 

    ，(4a) 

0

0
0 0

( , , ) e J ( ) ( , , ) d dstS z s r r S r z t r t 
 

    ， (4b) 

式中， 0J ( )r 为0阶第一类Bessel函数。求解式（4a）、
（4b），得到常微分方程解： 

0
( , , ) e e e ez z z zE z s A B C D         ，(5a) 

        
0
( , , ) e ez zS z s E F      ，        (5b) 

其中， 2 /s c   ，s和 分别为Laplace和Hankel
变换参数。由式（5a）、（5b）结合McNamee等[21]，可

得到变换域内以A，B，C，D，E，F为未知数的中的

位移和应力表达式。 
圆形荷载Q0作用于半空间土体内，将半空间以荷

载作用面分为作用面以上的区域Du和作用面以下的

区域Dd，如图2所示。对于Dd而言，无穷远处的应力、 

位移有界，
0

( , , )E z s 和
0
( , , )S z s 中只有3个未知数Ad，

Bd和Ed。因此，总共有Au，Bu，Cu，Du，Eu，Fu，Ad，

Bd和Ed等9个未知数。 

 

图 2 荷载作用分界面 

Fig. 2 Upper and lower domains divided by loading 

由半空间表面透水且不受外力作用的边界条件： 

           
0

u ( ,0) 0zz r    ，         (6a) 

           
1

u ( ,0) 0zr r    ，          (6b) 

           
0

u ( ,0) 0P r    ；            (6c) 

以及荷载作用处( z  )6个连续性条件： 

        
0 0

u l( , ) ( , )z zu r u r   ，      (7a) 

        
1 1

u l( , ) ( , )r ru r u r    ，      (7b) 

        
1 1

u l( , ) ( , )zr zrr r     ，     (7c) 

         
0 0

u l( , ) ( , )P r P r    ，      (7d) 
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P r z P r z
z z

  

       
    
   

 ，  (7e) 

0 0
2

u l 1J ( ) /( π )zz zz R R s R       （ r R ），(7f) 

可求解9个未知数。当圆形荷载Q0作用于半空间土体

表面时，只有Ad，Bd和Ed三个未知数，利用边界条件： 

     
0

2
u 0 1( ,0) J ( ) /( π )zz r Q R R s R     ， (8a) 

        
1

u ( ,0) 0zr r    ，             (8b) 

          
0

u ( ,0) 0P r    ，              (8c) 
即可得到解答。 
1.2  Fredholm 积分方程的建立 

由虚拟桩P1与扩展土之间应变协调，即 *
p1( )z   

*
1 ( )z ，可得 

1

* * * *
p1 1 0 1 11 1 1 11 1

*
1 11 0 2 21

0

( ) ( ) [ (0)] (0, ) ( ) ( , )

            ( ) ( , )d [ (0)] (0, )
L

z z N N z N L L z

q z N N z

   

    

    

  

 

 

2*
2 2 21 2 2 210

( ) ( , ) ( ) ( , )d
L

N L L z q z     
   。  (9) 

式中，z 和 分别为计算点和荷载作用点；
*
1 ( )z 为半

空间土在桩 P1深度为 z 处的应变；11( , )z 
和 21( , )z 

分别为 Πξ, 1和 Πξ, 2上的单位竖直均布力引起截面 Πz, 1

的应变。 
将式（1）代入式（9），式（9）为弱奇异性的第

二类 Fredholm 积分方程；将第 i(i=1, 2)根桩等分为 ni

段，每段长度 Li/ni，则共有 ni+1 个待求解量 N
*(zj)    

(zj =(j-1)Li/ni，j=1，2，…，ni+1)；在每段等分的长度

内虚拟桩轴力 N
*(z)假定为平均值，计算点与荷载作 

用 点 重 合 处 有 应 变 突 变 11 11( , ) ( , )z z z z      

s s

s P s

(1 2 )(1 )
(1 )E A

 


 



，则式（9）可表示为 

1

2

* *
1 1 1

11 1 111

* *
2 2 1

21 1 211

( ) ( )
[ ( , ) ( , )]

2
( ) ( )

[ ( , ) ( , )]
2

n
j j

j jj

n
j j

j jj

N N
z z

N N
z z

 
   

 
   








   


  

 

 
 

  *s s
0 11 21 1

P* P s P s

(1 2 )(1 )1(0, ) (0, ) ( )
(1 )

N z z N z
E A E A

 
 


  

    

 
。

(10) 
对于桩 P1 而言，沿桩身共有 n1+1 个方程可以求

出 n1+1 个未知量 *
1 ( )iN z 。由前面分析可得，真实桩身

轴力 N(z)为虚拟桩桩身轴力 *
1 ( )N z 与相应位置扩展土

压应力 Ns(z)之和： 
*
1 s( ) ( ) ( )N z N z N z    。      (11) 

其中，桩 P1 区域内扩展土压应力s(z)可根据
*
1 ( )iN z 求解： 

* *
S 1 1 11 1 2 2 21 2

* *
0 1 11 0 2 21

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

            (0) (0, ) (0) (0, )

N z N L f L z N L f L z

N N f z N N f z

   

         

 

     

1 2

1 11 2 210 0
( , ) ( , )d ( , ) ( , )d

L L
q z f z q z f z      

 
。

(12) 
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式中， 11( , )f z


和 21( , )f z


分别为 Πξ, 1和 Πξ, 2上的单

位竖直均布力引起截面 Πz, 1的应力。 
将所得 *

1 ( )iN z 代入式（11），考虑计算点与荷载作

用点重合时有应力突变( 11 11( , ) ( , ) 1f z z f z z   
 

)，即

可得到真实桩身轴力。 
同理可得，沿桩身位移为 

* *
1 1 1 11 2 2 2 21 2

* *
0 1 11 0 2 21

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

            (0) (0, ) (0) (0, )

w z N L w L z N L w L z

N N w z N N w z

   

         

 

 

1 2

1 11 2 210 0
( , ) ( , )d ( , ) ( , )d

L L
q z w z q z w z      

 
。 

(13) 
式中， 11( , )w z

和 21( , )w z
分别为 Πξ, 1和 Πξ, 2上的单

位竖直均布力引起截面 Πz, 1的位移。 

2  等桩长的相互作用分析 
2.1  两桩相互作用分析 

Niumpradit 等[22]给出了单桩在均质饱和土中的轴

力分布特性，其中桩径比 L/d=50，桩土刚度比 Ep/Es= 
1000，固结状态分别为 t=1 s(lgt=0)和 t=1×109 s 
(lgt=9)。图 3 表明，本文方法所得的单桩计算结果与

文献[22]基本一致，验证了本文方法的正确性。 

 

图 3 固结作用下单桩轴力分布 

Fig. 3 Behaviors of axial force along a single pile considering  

consolidation 

将单桩结果扩展至相同两桩分析中，选择桩间距

s/d 分别为 1 和 20。如图 4 所示，由于邻近桩的存在，

桩身附加轴力主要集中在桩身深度的 20%～80%处，

这与韩煊等[23]通过数值模拟得到的结论基本相同。桩

身附加轴力随着桩间距(s/d)的增大而减小。 
2.2  群桩相互作用分析 

实际工程中群桩基础所包含的桩数要多于 2 根，

因此，有必要将两桩分析扩展至多桩分析。假定群桩

承台为刚性板，各桩桩顶位移相同，承台与土体脱空。

引入各桩桩顶位移相同和桩顶反力之和等于外荷载的

边界条件，计算时考虑各桩的相互作用[24]，群桩系统

的计算方程为 
* * *
p 0

1
( ) ( ) {[ (0)] (0, )

n

i i k k ki
k

z z N N z  


    
   

*

0
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。(16) 

按照文献[24]的求解方法，即可得到各桩的位移、

桩身轴力分布等主要特性。 

 

图 4 固结作用下等长两桩附加轴力 

Fig. 4 Behaviors of additional force in two-piles system 

considering consolidation 

Kuwabara[25]曾进行过均质土中的 3×3 刚性承台

群桩分析，桩土刚度比 Ep/Es=1000，泊松比为 0.5，并

指出了不同位置的桩顶承担着差异荷载。本文中选取

了相同桩土参数进行计算对比，将不同位置的桩分为

桩 P1、桩 P2和桩 P3（如图 5（a）），并选取土体渗透

系数为 1×10-8 m/s。给定群桩尺寸（L/d=25）和桩的

布置（s/d=5），本文的沿桩身轴力分布情况计算结果

与 Kuwabara[25]基本相同，群桩效应导致的角桩承担的

荷载要大于中心桩。 
在参数分析时，如长径比和桩间距，一方面，在

图 5（b）中，给定桩间距（s/d=5）的条件下，桩顶荷

载分布（PPL：percentage of pile-head loading）随长径

比的变化规律与 Kuwabara[25]的结果基本一致，其中桩

3 所承担的荷载在固结后有一定的提高。另一方面，

在图 5（c）中，在给定桩的长径比的条件下，除了在

桩间距 s/d<5 时有一些差别外，本文计算结果与

Kuwabara[25]基本一致。 
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图 5 固结作用下 3×3 群桩各桩轴力对比 

Fig. 5 Behaviors of axial force of individual pile in 3×3 pile  

groups considering consolidating effect 

图6表示的是5×5群桩桩顶荷载随长径比的变化

情况，桩身尺寸为 s/d=5，泊松比为 0.4，渗透系数为

1×10-8 m/s。可以看出，角桩（桩 P1）与中心桩（桩

P6）所承担的荷载之比甚至可达 4.5（长径比为 25 时）。

与此同时，固结后角桩（桩 P1）承担荷载有所下降，

而中心桩（桩 P4～P6）所承担荷载则有一定的增加，

群桩效应明显[19]，固结效应对桩身受力的作用有一定

的体现。但从总体而言，桩顶不均匀荷载在由等长桩

组成的群桩基础中较为明显，造成中心桩承载力利用

效率不高。 

3  不等桩长的相互作用分析 
从前面分析可知，群桩效应和固结效应随着群桩

基础内桩数的增加而变得明显。由于桩顶荷载分布不

均，承台截面容易产生弯矩扭转甚至冲切破坏。为使

得桩顶荷载分布趋于平均，减小内力不均带来的承台

结构破坏，提高结构经济合理性，有必要对桩的尺寸

和布置设计进行优化。常规的桩基优化包括调整各个

位置桩的长度，调整桩的位置分布，在桩顶与桩帽直

接设置垫层等方法。在本文中将采取调整桩的长度来

进行群桩优化分析。 

 

图 6 固结作用下 5×5 群桩各桩桩顶荷载对比 

Fig. 6 Axial force at pile-heads in 5×5 pile groups considering  

.consolidating effect 

假定桩 P1和 P2的桩长之比 1∶2，并假定 P2的长

径比为 50。两桩的桩土刚度比均为 1000，桩间距

s/d=5，土体泊松比为 0.3，土体渗透系数为 1×10-8 m/s，
两桩桩顶承受相同荷载作用，其桩身轴力分布与单桩

计算结果对比如图 7（a）、7（b）。 
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图 7 固结作用下不等长两桩桩顶受力的附加轴力 

Fig. 7 Behaviors of additional force in two-piles system with  

different pile lengths 

与单桩对比，相同长度的 P2桩桩身附加应力的增

加较为明显，而短桩 P1的附加应力增加不明显。另一

方面，固结效应对长短桩的影响呈现一定的差异性，

长桩固结后桩身轴力分布调整较短桩明显。 
Wong 等[26]曾对不等长两桩的相互作用系数进行

研究，并假定仅有一桩受外荷载作用，桩、土弹性模

量分别为 30 GPa 和 4 MPa，桩的直径为 0.3 m，桩型

规格分别为 15，25，35，50 m，土体泊松比为 0.35。
在本文中，土体渗透系数为 1×10-8 m/s，其它参数同

文献[26]，选取受荷桩为 P1桩，P1对 P2桩的位移影响

系数用21来表示，定义如文献[26，27]，其对比结果

如图 8，9 所示。从图 8，9 可看出，本文与 Wong 等[26]

结果基本一致，作用系数随桩间距的增大而减小。对

于短桩受力情况，P2桩桩长的增加能够有效得降低短

桩对其影响系数；另一方面，增加受力长桩的桩长可

增大其对短桩的作用系数。 

 

图 8 固结作用下短桩受力的两桩影响系数对比 

Fig. 8 Interaction factor in two-pile system with short pile loaded 

4  群桩基础优化分析 
假定优化前各桩的长度一致，长径比为 25，桩间

距 s/d=5，桩的布置如图 6（a）所示，桩土刚度比为

1000，刚性承台上作用均布荷载 1000 kN，土体泊松

比选取为 0.3。将桩在体优化后各桩的长度如表 1 所

示，桩顶承担荷载比例和桩顶位移如表 2 所示。 

 

图 9 固结作用下长桩受力的两桩影响系数对比 

Fig. 9 Interaction factor in two-pile system with long pile loaded 

表 1 群桩优化前后各桩桩长对比 

            Table 1 Comparison of pile lengths          (m) 

 桩 P1 桩 P2 桩 P3 桩 P4 桩 P5 桩 P6 总桩长 
优化前 25 25 25 25 25 25 625 
优化后 11 19 21 34 39 44 616 

表 2 群桩优化前后桩顶荷载分布和桩顶位移对比 

Table 2 Comparison of PPL and pile-head settlements 

 固结 
状态 

P1 
/% 

P2 
/% 

P3 
/% 

P4 
/% 

P5 
/% 

P6 
/% 

桩顶位

移/mm 

lgt=0 7.45 4.69 4.26 1.97 1.62 1.28 3.36 优

化

前 lgt=9 7.29 4.69 4.22 2.10 1.69 1.29 4.27 

lgt=0 4.03 4.08 3.96 3.92 3.96 3.90 3.40 优

化

后 lgt=9 3.48 3.83 3.74 4.42 4.53 4.57 4.23 

通过对比，优化桩基后可有效地避免各桩桩顶荷

载分布过于不均的情况。这主要通过减小角桩和边桩

的桩长以及增大内部桩的桩长来实现，这与Leung等[28]

提出的 5×5 群桩优化策略一致。在优化过程中，在桩

身材料不变的条件下，通过长短桩组合设计，优化前

后保持总桩长基本相同，桩顶位移基本一致，在保证

经济性和沉降稳定性的前提下减少了不均匀桩顶荷

载，改善了桩基的受力性能[7]。需要说明的是，土体

固结导致内部桩受力增加，角桩和边桩荷载减小。 

5  结    语 
本文从群桩效应和固结效应研究出发，以两桩分

析为对象，通过将桩土体系分解成半空间饱和扩展土

和两根虚拟桩，基于虚拟桩和饱和土之间的竖向应变

协调关系建立第二类 Fredholm 积分方程，求解出不同

固结状态下的桩身应力分布。在两桩桩顶承受荷载相

同的情况下，分为等桩长和不等桩长两种情况分析，

分别研究不同桩长条件下桩身附加轴力分布的特性。 
研究表明，在等桩长桩基中，固结效应对桩身轴
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力分布有一定的影响，具体表现为：①桩顶受力在固

结后呈现出角桩承担荷载减小，中心桩承担荷载增加

的特点；②固结后桩身轴力分布有一定的变化。在不

等桩长分析中，长短桩的相互作用效果不一致，表现

出长桩附加轴力变化更为明显。将长短桩分析应用于

群桩优化，通过增加中心桩的长度和缩减边角桩的长

度，可以在保证总桩长和桩基沉降相当的情况下，桩

基的受力趋于合理。 
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